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PREFÁCIO À 1.º EDIÇÃO 


Esta é a primeira parte de um curso de Física Geral e Experimental 
que se destina aos cursos de Engenharia e Ciências das Faculdades 
de Filosofia, Ciências e Letras. 


Tentamos fazer neste volume uma apresentação moderna da Fisica 
Geral e Experimental que corresponde ao curso que ministramos no 
Lº ano dos Cursos de Física e Matemática da Faculdade de Filosofia, 
Ciências e Letras da Universidade de São Paulo. 


Integrados ao texto encontram-se: 


a) Exercicios 
b) Experiências de laboratório 
c) Roteiro para filmes educacionais. 


O material para experiências de laboratório é produzido pelo 
IBECC de São Paulo; os filmes educacionais são produzidos pelo 
PSSC (Physical Study Science Committee); um conjunto de “slides” 
correspondente às figuras do texto pode também ser adquirido, no Pais. 


Este conjunto de atividades educacionais tem a finalidade de 
tomar mais fáceis e interessantes as exposições de quadro-negro. 


Devemos muito da decisão e incentivo de preparar este livro ao 
Dr. Isaias Raw, do IBECC de São Paulo, que nos estimulou através do 
seu entusiasmo pela modernização dos métodos de ensino das ciências. 
A Drº Hebe Mortelli e o Dr. Antônio Brito da Cunha desempenharam 
um papel importante na solução de problemas editoriais. 


Somos também muito gratos aos assistentes, alunos, secretárias e 
desenhistas pelas discussões e auxílio material prestado. Em especial 
agradeço a Suzanna dos Santos Villaça (pela incansável assistência 
que me prestou em todas as fases de preparação deste volume), Wanda 
Valle Marcondes Machado (pela parte de Cálculo Vetorial), Ruth de 
Oliveira Cesar (pelos problemas), Antônio S. Teixeira Jr. (pela parte 
dos filmes), Therezinha Wagner dos Campos, Jesuina Almeida Pacca, 
Maria Vittoria P. Heller e Cecília S. Schwarz. As ilustrações foram 
elaboradas pelo Prof. Nadyr Xavier Ferreira. 


J. Gol demberg 
1968 


PREFÁCIO À 2.º EDIÇÃO 


Esta edição sofreu em relação à primeira modificações pro- 
fundas que refletem a experiência que adquiri como Professor de 
Física Geral da Escola Politécnica da Universidade de São 
Paulo. 


Esta influência se faz sentir de duas maneiras principais: 


a) Um número considerável de exercícios resolvidos e não 
resolvidos foi incluído no texto. 

b) Um amadurecimento maior ocorreu na forma de apre- 
sentação como resultado da interação com professores 


e alunos da Escola Politécnica. 


Desejo agradecer a todas as pessoas que colaboraram nessa 
revisão, quer sob a forma de críticas, sugestões ou discussões, 
principalmente os Profs. Waldemar Scolfaro Giorgio Moscati, 
Emst W. Hamburger, Benedicto Fleury da Silveira, Arthemio 
Ferrara, Walter C. Toledo Silva e Tore N. O. F. Johnson. 


Em especial o Prof Scolfaro preparou a maioria dos exer- 
cícios resolvidos no texto. 


Á parte de laboratório sofreu pequenas modificações. 


Desejo ainda aproveitar a oportunidade para esclarecer 
que as experiências de Laboratório aqui incluídas representam 
o esforço conjugado de um grande número de pessoas que as 
prepararam no decorrer dos anos. Crédito insuficiente foi dado 
a estas pessoas na 1.º edição, principalmente aos professores 
Ross 4. Douglas e Ugo Meneghini Santos, do Departamento de 
Física da FFCL da Universidade de São Paulo. 


J. Goldemberg 
1970 
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Estudo da Física 
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O MÉTODO E A FINALIDADE DA FÍSICA 





Ciências naturais são aquelas que têm a natureza como campo de 
estudo: Física, Química, Biologia, Geologia, etc., são setores em que 
se costuma dividir as ciências naturais. Estas divisões têm origem his- 
tórica e é difícil, às vezes, especificar claramente os limites entre elas. 
Biologia estuda os seres vivos, Química as propriedades das substâncias 
puras e os seus compostos e Física as propriedades gerais da matéria, 
independentemente de sua cor, forma, composição química, etc. O pro- 
gresso que à ciência teve nos últimos 150 anos tornou estas divisões arti- 
ficiais; por exemplo, há um ramo da Química em que se estudam métodos 
de “fazer seres vivos”, isto é, sintetizar a vida a partir de substâncias 
químicas inertes; por outro lado, o estudo dos átomos permite explicar 
as propriedades químicas das substâncias e a maneira pela qual se com- 
binam. Vê-se aí uma parte da Biologia se convertendo em Química e 
uma parte da Química se convertendo em Física. 


O que se pode realmente dizer é que as ciências naturais são muito 
amplas e que existem especialistas em alguns de seus aspectos. O campo 
de interesse desses especialistas delimita um certo setor da ciência natural 
e determina um nome à especialidade. Um bioquímico, por exemplo, se 
preocupa com a “química da vida”. 


Física é aquela parte das ciências naturais que se ocupa das ações 
fundamentais entre os constituintes elementares da matéria, isto é, entre 
os átomos e Os seus componentes; em Física se estuda o movimento, as 
possíveis causas do movimento (forças), suas origens, etc. Como qual- 
quer corpo estudado e observado pelo homem, sem auxílio de instru- 
mentos, contém bilhões de bilhões de átomos, o nosso primeiro contato 
é com a matéria em bloco, isto é, grandes conjuntos de átomos e moléculas. 
Toda uma parte da Física progrediu ao descrever as propriedades da 
matéria em bloco, por meio de umas poucas grandezas como pressão, 
volume e temperatura; este é o caso da Termodinâmica. Na realidade, 
estas grandezas podem ser definidas em termos das propriedades dos 
átomos e isto as torna realmente dispensáveis como grandezas funda- 
mentais. 


A Química, da mesma forma, pôde realizar grandes progressos na 
compreensão de como se combinam os átomos para formar compostos, 
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antes mesmo que as forças entre os átomos fossem bem entendidas. Com 
a invenção de termos simples como a valência e caracterizando os ele- 
mentos químicos por valências pode-se estabelecer a fórmula química de 
grande número de substâncias e prever muitas de suas propriedades. 


Tôdas as ciências naturais têm uma coisa em comum: o seu campo 
de ação é a natureza que parece aos nossos olhos extraordinariamente 
variada e complexa. Por “nossos olhos” entendemos aqui todos os nossos 
sentidos auxiliados pelos instrumentos que o homem já conseguiu cons- 
truir e que ampliaram tremendamente o alcance e a precisão dos sentidos. 
É possível, hoje, “ver” (com o microscópio eletrônico) individualmente 
as moléculas, isto é, distâncias da ordem de 10-8em e também galáxias 
(com radiotelescópios) que se encontram a milhões de anos-luz da Terra. 


1. O método científico 


A natureza parece a nós como um jogo de xadrez, cujas regras des- 
conhecemos: a finalidade da ciência é descobrir estas regras. Para des- 
cobri-las, não basta a observação, mas uma combinação de observação, . 
raciocínio e experimentação. A combinação destas três operações é o que 
se chama de método científico. Começa-se pela observação, que. pode ser 
muito extensa. Realizam-se experiências para poder repetir a observação 
muitas vezes e isolar, se necessário, o fenômeno que se tem em mente. 
Em seguida, faz-se uma hipótese de trabalho para explicar o fenômeno 
observado. Finalmente, esta hipótese (raciocínio) sugere novas expe- 
riências cujos resultados vão confirmar ou não a hipótese feita; se ela 
se mostra adequada para explicar um grande número de fatos, irá aos 
poucos ganhando a estatura de uma lei natural. 


Um exemplo é dado pela queda dos corpos: a observação mostra 
que todos os corpos caem, se abandonados livremente. Se fizermos obser- 
vações mais cuidadosas, poderemos concluir que todos os corpos caem 
no mesmo tempo (a partir da mesma altura) qualquer que seja sua massa 
ou composição química. Uma lei natural que tenta descrever este fenô- 
meno foi imaginada por Aristóteles, que assim a propôs: “O centro 
da Terra é o centro do Universo e todos os corpos tendem para este cen- 
tro”. Esta é, evidentemente, uma lei pouco satisfatória. Em primeiro 
lugar, não diz nada sobre a velocidade da queda; em segundo lugar, há 
corpos na natureza que não caem para o centro da Terra, como a Lua 
por exemplo. Newton foi muito mais adiante e formulou a lei da atração 
universal que explica todos os: fenômenos acima: a queda dos corpos, 
a igualdade dos tempos de queda e o movimento dos planetas. 


Além disso, se conhecermos a Lei de Newton, podemos deduzir 
como é que um corpo vai cair se for abandonado na superfície de Júpiter 
ou Saturno. A lei de Newton é, pois, uma lei natural satisfatória — é 
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uma das regras do jogo. É como descobrir no jogo de xadrez de que modo 
os peões se movimentam; há 8 peões no jogo e uma vez descobcrta a 
regra para seu movimento (só para a frente) a mesma regra é válida para 
todos eles. 


A razão última para a Lei da Atração Universal (por que os corpos 
se atraem ?) não é respondida pela Física atual: é possível que descubra- 
mos ainda esta razão ou exista uma outra lei mais simples, da qual a lei 
acima (e outras talvez) possa ser deduzida. 


No exemplo acima, fica claro o papel da experimentação na Física; 
ela é não só a fonte dos fenômenos mas também um guia para que 
descubramos quais são as leis da natureza. 


Neste sentido, a Matemática não é uma ciência natural que necessite 
recorrer a experiências; pode-se deduzir todos os teoremas a partir de 
uns poucos postulados, como é feito na Geometria de Euclides. 


Infelizmente, o mesmo não pode ser feito em Física; ainda não 
conhecemos todas as leis ou postulados fundamentais. Poderíamos, é 
claro, postular umas tantas leis e tentar deduzir tudo o que ocorre, a 
partir delas; a medida, porém, do seu êxito ou fracasso é a comparação 
com a experiência; se elas são capazes de prever os fenômenos, são postu- 
lados aceitáveis; caso contrário, devem ser alteradas. A experiência é o 
único juiz da verdade científica. 


2. Física experimental e Física teórica 


O trabalho científico é tão complexo nos dias que correm que há 
uma divisão de trabalho entre os físicos experimentais e os físicos teóricos. 
Os primeiros concentram seus esforços nas medidas (experiências) e pla- 
nificação de medidas que possam discriminar explicações possíveis, isto é, 
que formulam experiências significativas. Os físicos teóricos não realizam 
experiências (que, em geral, exigem enormes conhecimentos técnicos): 
mas, a partir de experiências realizadas por outros, formulam explicações 
possíveis e sugerem, muitas vezes, experiências significativas que ainda 
não foram realizadas. 


A complexidade de que falamos acima pode ser exemplificada da 
seguinte forma: a realização de experiências de Física moderna exige, 
em geral, equipamentos complexos cuja operação envolve eletrônica, 
propriedades de materiais, fabricação de aparelhos, etc. Por outro lado, 
a análise e interpretação exigem computadores eletrônicos, cálculos 
extensos e especializados. Os dois aspectos da experiência envolvem 
grande quantidade de técnicas, quer instrumental, quer sob a forma de 
cálculos. A divisão de físicos, entre experimentais e teóricos, diz mais 
respeito à escolha das técnicas que preferem do que às finalidades do seu 
trabalho e ao seu tipo de raciocínio que é o mesmo para ambos. 
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3. 4 validade das leis da Física 


Uma vez que a origem de todo o conhecimento é a experiência, as 
leis que podemos formular são aproximadas e têm um domínio de apli- 
cação que não é indefinido, só podendo ser aplicadas com segurança nas 
condições e no domínio em que foram verificadas experimentalmente. 
A aproximação é tão boa quanto melhor a técnica utilizada nas medidas; 
há leis muito melhor estabelecidas do que outras; por exemplo, a lei da 
constância da velocidade da luz é muito bem estabelecida: c = (2,997.930 + 
+ 0,000.003) X 108m/s, onde o sinal + determina os limites dentro do 
qual esta velocidade é conhecida. Outra lei, como a da conservação da 
massa (Lei de Lavoisier), só é válida se as velocidades não forem muito 
elevadas (v < 10.000km/s). Para velocidades maiores, esta lei é sim- 
plesmente falsa. A constatação deste fato obrigou a uma revisão nos 
nossos conceitos de espaço e tempo. Há outras restrições à validade da 
lei da conservação da massa como ela é ensinada na Química. 


Há, além disso, outra razão que torna as leis da Física aproximadas: 
em geral, o fenômeno a estudar é muito complexo e faz-se uma simpli- 
ficação ou idealização das condições reais; a lei que se obtém se refere 
a estas condições ideais que são impossíveis de conseguir na prática. 
Por exemplo, em problemas de Mecânica desprezam-se, em geral, os 
atritos como se fossem uma perturbação indesejável e fruto realmente 
da incompetência dos experimentadores. Nesta aproximação, estabe- 
lecem-se, por exemplo, certas leis que são completamente reversíveis; 
um corpo que cai na vertical (fig. 1) e que ao atingir o solo realiza uma 
colisão perfeitamente elástica, sobe novamente até a mesma altura da 
qual caiu; outro exemplo é o de um corpo caindo de uma certa altura 
sem atrito ao longo de um plano inclinado (fig. 2); ele deveria poder subir 
num outro plano de mesma inclinação ou de inclinação diferente até 
exatamente a mesma altura e seria impossível dizer se o movimento se 
iniciou da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda. A queda 
e a subida do corpo nos dois exemplos acima são fenô- 
menos reversíveis. 


A experiência mostra que isto não se dá e que os 
fenômenos que ocorrem na Física não são reversíveis, 
apesar das idealizações que fazemos deles poderem sê-lo. 





Fia. 2 


H 


SIMETRIAS 





No estabelecimento das leis físicas há uma série de regras gerais 
que auxiliam extraordinariamente a nossa tarefa: estas regras são as 
referentes à simetria que os fenômenos apresentam. Diz-se que um 
fenômeno é simétrico em relação a uma certa operação se ele é indistin- 
guível do original após a aplicação da referida operação; por exemplo, 
um prato branco é simétrico por uma rotação de 90º (ou qualquer outro 
ângulo), em torno de um eixo que passe pelo seu centro e seja perpen- 
dicular ao plano do prato (fig. 3). 





Fia 3 


Nossa mente parece sei construída de maneira tal que esperamos 
“simetria” nos fenômenos que nos cercam; em geral associamos si- 
metria com perfeição; temos uma reação instintiva de estranheza e des- 
gosto diante de uma pessoa desfigurada que tenha, por exemplo, um dos 
olhos maior que o outro. Por essa razão os gregos associavam os círculos 
(e esferas) à idéia de perfeição. Quanto maior a simetria, maior a perfeição; 
um quadrado (fig. 4) é simétrico em relação a rotações de 90, 180 e 270º, 
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mas um círculo é simétrico em relação a uma rotação por 1 ângulo qualquer 
(em torno de 1 eixo perpendicular ao plano do círculo que passe pelo seu 
centro). 


Fia. 4 Fia. 5 


Um triângulo (fig. 5) não possui simetria por rotação (exceto uma 
rotação de 360º). 


Algumas das operações de simetria que se consideram usualmente 
são as seguintes: 


a) Translação no espaço; 

b) Rotação por um ângulo dado; 

c) Translação no tempo; 

d) Movimento de translação uniforme ao longo de uma reta; 
e) Troca de cargas positivas por cargas negativas; 

f Inversão do tempo; 

9) Reflexão no espaço; 

h) Movimento de translação não-uniforme; 

1) Movimento de rotação. 


a) Translação no espaço (Todos os pontos do espaço são equi- 
valentes) — O resultado das experiências físicas não depende do local 
em que são realizadas, d, desde que as condições em que a experiência se 
realize sejam as mágsas nos 2 locais. Por exemplo, os corpos caem da 
mesma forma em todos os pontos do equador, na superfície do mar; 
num ponto situado a 1.000 quilômetros de altura a gravidade seria menor 
e os corpos não cairiam da mesma forma. 


b) Rotação por um ângulo dado (Todas as direções do espaço são 
equivalentes) — Ao que se saiba, a orientação de um dado aparelho no 
espaço não afeta o seu funcionamento. Se girarmos uma mesa de 
bilhar por um ângulo qualquer, o jogo (que se faz de acordo com as leis 
da Mecânica) continua a se realizar da mesma maneira. Vetores são 
inventados justamente para descrever esta propriedade das leis de Física. 


Estas simetrias refletem apenas o fato de que o espaço é euclidiano, 
isto é, não é curvo. A física de seres bidimensionais obrigados a se move- 
rem na superfície de uma esfera, onde a geometria não é euclidiana, 
seria diferente da nossa. 
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Gauss foi, possivelmente, o primeiro físico a observar que a hipótese 
de que nosso espaço é euclidiano, pode e deve ser submetida a uma 
verificação experimental: fez isso medindo a soma dos ângulos internos 
de um triângulo formado por 3 picos de montanhas (fig. 6); esta ex- 
periência foi feita entre 1821 e 1823. O maior lado do triângulo usado 
era de aproximadamente 100km. 


Para uma Geometria que se baseie num espaço curvo (na super- 
fície da Terra, por exemplo), pode-se construir triângulos cuja soma 
dos ângulos internos é maior que 180º: o triângulo ABC da fig. 7 é tal 
que os ângulos em B e C são retos por serem perpendiculares ao equa- 
dor; é claro, pois, que a soma dos ângulos internos do triângulo ABC é 
maior que 180º. 


MERIDIANOS 





Fra. 6 Fra. 7 


c) Translação no tempo — O deslocamento no tempo não afeta 
as leis físicas. Fenômenos como a queda dos corpos ocorrem agora como 
no século xvI e como ocorrerão no século xx1. Esta é uma hipótese que 
realmente nunca foi testada com grande precisão e são correntes, em 
Física moderna, estudos sobre a possível violação desta simetria. Foi 
sugerido por Dirac em 1938, por exemplo, que o valor de certas cons- 
tantes universais, como a carga do elétron, constante de Planck, etc., 
variam com o tempo (em tempos da ordem de 10º anos). 


d) Movimento de translação uniforme ao longo de uma 
reta — (Como veremos adiante, as leis físicas não se alteram se os apa- 
relhos utilizados se movimentarem com velocidade uniforme (lei da inér- 
cia); no interior de um navio que se move com velocidade uniforme 
tudo se passa como em terra firme. 
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Fira. 8 


e) Troca de cargas positivas por cargas negativas — Um fato 
muito interessante sugerido por Dirac e confirmado experimentalmente 
é que para cada partícula elementar, um elétron por exemplo, deve existir 
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uma outra igual massa (antipartícula) e carga oposta e que possui a 
seguinte propriedade fundamental: quando um elétron e um anti- 
elétron (posítron) se juntam ambos se aniquilam e se transformam em 
energia, toda a massa desaparecendo. Todas as partículas possuem 
antipartículas, e especula-se que possa haver galáxias constituídas 
inteiramente de “antimatéria” (fig. 8), na qual as leis físicas seriam as 
mesmas que na nossa galáxia; se se tocassem, porém, ambas desapa- 
receriam. 


f) Inversão no tempo — Às leis elementares da Física são simé- 
tricas em relação à transformação de t em -t; apesar da nossa intuição 
nos dizer que isto não ocorre e que “leite derramado não volta mais para 
o copo”, esta Irreversibilidade só se aplica aos fenômenos em que muitos 
átomos e moléculas estão envolvidos: em fenômenos simples como o 
movimento de um ponto material é impossível distinguir o futuro do 
passado. '“Tornaremos a discutir esta questão em Termodinâmica. 


g) Reflexão no espaço — A operação (reflexão num espelho) 
parece, também, que é obedecida: a imagem de um corpo no espelho 
cai da mesma forma que o próprio corpo (fig. 9); melhor ainda, se cons- 
truíssemos um relógio cujas peças são cada uma delas a imagem especular 
das peças de um relógio e o montarmos, ele vai marcar o tempo da mesma 
forma que o modelo, apesar de girar no sentido contrário (fig. 10); como 
a mão esquerda é a imagem especular da mão direita, diz-se que a opera- 
ção q é a da simetria entre a “esquerda” e a “direita”. 





Fira. 9 Fra. 10 


32 Física geral e experimental 


Tem-se, às vezes, a impressão de que a natureza tem preferência 
por uma das imagers “esquerda” ou “direita”. Existem dois tipos de 
ácido tartárico na natureza: levogiro e dextrogiro. 


ÁCIDO TARTÁRICO 


CO2H C0O2H 
H — — 0H HO — &— H 
HO — é — H H — fia 0H 
com COMH 
levogiro dextrogiro 


O mesmo acontece com o açúcar; nos seres vivos encontra-se o tipo 
dextrogiro como se ele fosse “doce” e o levogiro, “amargo”. Na reali- 
dade isto está ligado à evolução dos seres vivos: o que provavelmente 
aconteceu é que, quando a vida começou a se desenvolver, as condi- 
ções eram tais (por exemplo, a luz talvez fosse parcialmente polarizada 
na época) que as bactérias que preferem o açúcar dextrogiro se desenvol- 
veram e acabaram por dominar os seres vivos. Não há, porém, distinção 
fundamental entre os 2 açúcares: ambos existem na natureza, e no açúcar 
artificial que fabricamos existe exatamente metade de cada um deles. 


Experiências recentes mostraram que no interior do núcleo do átomo 
existem fenômenos que não são simétricos em relação à operação reflexão 
no espaço(*). 

Pode parecer muito estranho que um fenômeno físico não seja si- 
métrico em relação à sua imagem especular. 


Há, porém, outros casos em que a simetria geométrica que existe en- 
tre 2 fenômenos não implica que eles sejam necessarisnente simétricos 
em todos os seus aspectos. Exemplos são o movimento de translação 
não-uniforme e o movimento de rotação. 


h) Movimento de translação não-uniforme — Este é um tipo 
de transformação que altera as leis físicas; como bem sabemos, num 
automóvel que acelera ou freia bruscamente surgem efeitos que não 
existem em um automóvel que se desloca em movimento uniforme. 


1) Movimento de rotação — Este é um tipo de transformação 
em relação ao qual as leis de Física não são simétricas; girar um ins- 


(*) Esta possibilidade foi antevista por Lewis Carroll na sua célebre obra literária Alice no País do 
Espelho (Editora Brasiliense, 1961, tradução de Monteiro Lobato); . eis o que diz Alice ao seu gatinho: 
“Escute. Vou lhe contar minhas idéias da Casa do Espelho. Antes de mais nada, porém, note que a sala 
que vi no espelho é esta mesma sala, mas ao contrário. Posso ver tudo na sala, menos o que está atrás da 
chaminé. E os livros da Casa do Espelho? São iguais aos livros comuns mas com as letras ao contrário. 
Quereria você, gatinho, viver na Casa do Espelho? Nem sei se encontraria pires de leite lá. Talvez leite 
de espelho, que é leite ao contrário, não sirva para beber." 
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trumento, por exemplo, faz surgir efeitos totalmente novos neste sistema, 
e as leis físicas observadas nele serão diferentes como veremos. Isto 
ocorre mesmo que 4 velocidade de rotação seja uniforme. 


As leis de simetria constituem um guia poderoso no estabelecimento 
das leis físicas. A razão principal, para isso, é a seguinte: a cada operação 
de simetria que é aplicável, corresponde uma lei de conservação, isto é, 
existe uma grandeza física que se conserva. Por exemplo, n lei de con- 
servação da energia decorre do fato de que os fenômenos são simétricos 
em relação a uma translação no tempo. Isto só pode ser demonstrado 
em textos mais avançados. 

Simetria, porém, não é o único guia que podemos usar no estabele- 
cimento das leis físicas. Há, além disso, a homogeneidade dimensional 
e a homogeneidade vetorial das leis físicas. 


HI 


ANÁLISE DIMENSIONAL 








Leis físicas são as relações que existem entre as grandezas utilizadas 
para descrever os fenômenos. Por exemplo, a lei fundamental da Dinâmica 


—, — 
f = ma 


é uma relação entre as grandezas físicas massa, aceleração e força. Acele- 
ração, por sua vez, é uma relação entre espaço e tempo. 


1. Grandezas fundamentais e derivadas 


As grandezas físicas se dividem, às vezes, em fundamentais e deri- 
vadas; esta divisão é um tanto arbitrária, na le: acima, estão envolvidas 
as 4 grandezas: força, espaço, tempo e massa; é claro que bastam 3 para 
que a quarta fique definida em termos das outras; a escolha de quais as 
3 que se consideram fundamentais pode, pois, variar. Uma vez feita 
a escolha (escolhem-se, em geral, espaço (l), tempo (t) e massa (m) como 
grandezas fundamentais), as demais são consideradas e obtidas das outras 
por operações matemáticas. 

As grandezas fundamentais não são definidas em termos de outras 
e o seu número é o mínimo possível para obter uma descrição coerente 
dos fenômenos. Em Mecânica, como veremos, as 3 grandezas acima são 
suficientes. 


2. Regras operacionais 


O próprio desenvolvimento da Física mostra que as grandezas funda- 
mentais devem ser definidas por meio de operações que permitam obter 
o seu valor a partir de experiências; isto é o que se chama de definição 
operacional de uma grandeza; sempre que este procedimento não foi 
seguido, surgiram dificuldades de um tipo ou outro. Esta definição en- 
volve 2 passos diferentes: 
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1) A escolha de um padrão ou unidade com múltiplos e submúl- 


tiplos. 

2) Um processo para associar um, número a uma grandeza por 
comparação com o padrão — isto é, o que se chama medir a 
grandeza. 


Em geral, este procedimento não oferece dificuldade nenhuma(*); 
o metro-padrão (unidade de comprimento) é a distância entre 2 marcas 
numa barra de metal depositada em Sêvres (Paris). Qualquer outra dis- 
tância pode ser determinada, em princípio, colocando-a ao lado do padrão 
e verificando quantas vezes ela cabe na grandeza; assim, tem origem 
um número (inteiro ou fracionário) que se chama medida da grandeza. 
É claro que a maioria das medidas são indiretas e nestas operações indi- 
retas, operações algébricas ou geométricas podem ser usadas. 


Uma das regras operacionais tácitas válidas na comparação direta 
das grandezas (e que raramente é mencionada) é a seguinte: 


“Se uma nova unidade, n vezes menor que a original, é escolhida, 
então o número que mede a grandeza aumenta n vezes.” 


Se esta regra é válida, então a razão de 2 comprimentos, por exemplo, 
fica independente da unidade usada como padrão. A razão de 2 com- 
primentos tem um significado absoluto, independente do padrão usado. 


Uma vez que a distinção entre grandezas fundamentais e derivadas 
é arbitrária, vamos postular que a regra acima vale, também, para as 
grandezas derivadas; esta é uma restrição muito importante, uma vez 
que ela elimina relações do tipo seguinte 


M 
p = logio > + 1 


onde definimos densidade não como po = M/V, mas da forma acima. 

- Em princípio, a definição da grandeza derivada p é aceitável, pois 
cada corpo terá associado um número dado para sua densidade. Vejamos, 
porém, o que acontece se em lugar de usar grama como unidade de massa, 
passar a usar 0,1g como unidade. Então M fica 10 vezes maior, mas 
a nova densidade fica sendo 


M 
p' = logo + 1 = logio > + 2 


(*) Há casos, porém, em que o procedimento operacional é essencial. O caso da teoria da relativi- 
dade mostra bem isso.. Tempo na Física clássica (e de acordo com a nossa intuição) é absoluto e é o mesmo 
para todos os sistemas de referência; deve ser o mesmo para corpos parados ou em movimento. No entre- 
tanto, este conceito precisa ser analisado com cuidado: medir um tempo consiste realmente em verificar 
que 2 acontecimentos são simultâneos; quando se diz que um trem chega às 7 horas, estão ocorrendo, simul- 
Raneniente; os seguintes fatos: o ponteiro pequeno do relógio uponta para 7 (e o grande para 12) e o trem 
chega. 

Não há dificuldade em fazer isso no mesmo lugar do espaço. Quando, porém, tentamos definir o que 
significa “simultaneamente” em 2 lugares diferentes do espaço, surgem dificuldades que acabam mostrando que 
o tempo não é universal, mas que cada sistema em movimento tem um tempo próprio; estas dificuldades 
estão ligadas ao fato de a velocidade de propagação da luz ser finita e não infinita. 
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isto é, a razão da nova densidade para a velha é 


M 
E. logio Y + 2 
+ -—4—— 
á logio V + 1 
ao passo que para as massas é 
M' 10M 
MSM Sl 


É evidente que a razão das densidades p'/p não obedece à regra acima. 


Uma discussão mais profunda desta regra conduz ao seguinte 
resultado: 


As grandezas derivadas podem ser, sempre, expressas por uma cons- 
tante, que multiplica potências arbitrárias das grandezas fundamentais: 
f=coaBy; as potências a, b e c são denominadas dimensões de a, 
Bey. 

A fórmula dimensional da grandeza f é o conjunto dos expoentes das 
grandezas primárias que comparecem na sua definição; a notação que 
se usa comumente para expressar estas definições é a seguinte: tomemos 
a fórmula 

f = ma 


e associemos à dimensão de m, o símbolo M 
à e de lo E L 
à é de t, o E T 


Então, associando à dimensão de f o símbolo F 


F = MLT-? 


3. Princípio da homogeneidade dimensional 


Este princípio foi introduzido por Fourier e corresponde à noção 
intuitiva de que quantidades de tipos diferentes não podem ser adicionadas 
ou igualadas; assim, se tivermos uma equação Jísica que consiste em uma 
soma alyébrica de diversos termos, a dimensão de qualquer das grandezas 
fundamentais em um dos termos deve ser a mesma que em qualquer um dos 
outros. 
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Por exemplo, a equação horária do movimento é: 
e = volt + > at? 


Usando fórmulas dimensionais, esta equação pode ser escrita 


L L 
= — -—— T2 
L=>T+5% 7 


o que mostra que ela obedece ao princípio acima. 


O princípio da homogeneidade pode ser expresso como: todos os 
termos das equações físicas devem ter as mesmas dimensões (as cquações 
físicas devem ser homogêneas nas dimensões). 


O princípio da homogeneidade dimensional é um guia poderoso no 
estabelecimento de novas leis físicas, como veremos numa série de exem- 
plos. 


Existem formas mais elegantes e precisas de estabelecer o princípio 
da homogeneidade dimensional: uma delas é a partir do seguinte pos- 
tulado: 

A relação funcional que existe entre as grandezas numa lei física 
deve permanecer a mesma, quando as unidades fundamentais são 
mudadas de uma forma qualquer (uma equação que satisfaz este 
postulado se diz completa). 


Partindo deste postulado e da hipótese de que existe uma e uma única 
relação entre as grandezas envolvidas no problema, demonstra-se o teo- 
rema de Buckingham, que constitui uma expressão matemática do prin- 
cípio da homogeneidade dimensional. 


A restrição acima, de que deve existir apenas uma relação entre as 
grandezas, é interessante; tomemos à equação 


v = al que é homogênea 


1 A 
Emi at? que também é homogênea. 


No entanto, a soma 


1 e A 
v+e=al+s at? não é homogênea, 


apesar de ser uma equação numericamente válida. A explicação para 
isso é que uma vez dados te a, e e v são determinados de modo que as 
duas equações acima não são realmente independentes. 
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Para que o princípio da homogeneidade dimensional seja válido é neces- 
sário que exista uma única relação entre as grandezas investigadas: a cada 
fórmula dimensional deve corresponder uma lei física e vice-versa, o que às 
vezes não ocorre. 


4. Exemplos de aplicação de análise dimensional (*) 


Consideremos um problema em que existem 4 grandezas físicas 
W, X, Y, Z e desejamos expressar W em função das outras. Então 


W=C X'PZ + Co X“V'Z 4... 


onde Ci, Cs, ... são coeficientes numéricos. 


Como todos os termos são dimensionalmente equivalentes, escre- 
veremos simplesmente 


W = CXºYy'Zº 


Sejam, agora, w, Wm € w, as dimensões de W em L, M e T (com- 
primento, massa e tempo) 


W = LY Mm Tº 

Xe = (Li Mm Tre SH Mº“m Tor, 
Yº? = (Lu Mm Tr) = Lºn Mm Tv 
Ze — (Li Mm To) ams La Mºm To 


Igualando os expoentes de: 


L temsew = za + yb+ ze 
M tem-se wn = Zma + ymb + Zmt 
T tem-se w = za + yb + ze 


Este sistema de equações uma vez resolvido dá a, b e c. 


(*) Apesar de ser um método atraente de obter informações sobre as leis físicas, a análise dimensional 
tem certas limitações: . ge 


a) ela só dá informação sobre a estrutura das leis físicas e não responde a questões sobre o valor das 
constantes numéricas que aparecem nas leis. 


b) ela não nos diz de antemão quais as grandezas derivadas ou fundamentais das quais uma gran- 
deza dada vai depender. Um certo conhecimento do problema físico envolvido é que vai dizer 
qual a escolha a fazer. No exemplo 2 abaixo (cálculo do período de um pêndulo simples), assu- 
mimos que o período só depende da massa, do peso e do comprimento do pêndulo. O cálculo vai 
mostrar que realmente o princípio da homogeneidade dimensional permite descobrir que o 
período não depende da massa. 


Se não soubéssemos nada sobre pêndulos, poderíamos incluir a densidade do pêndulo na 
lista de grandezas derivadas e outras ainda; isto poderia alterar os resultados obtidos. 
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ExempLo 1 — Calcule a aceleração centrípeta de um pontô material que descreve um 
movimento circular uniforme. 


| FÓRMULA 
DIMENSIONAL 


GRANDEZA FÍSICA SÍMBOLO 


Aceleração centríp'ta............. LT-2 
Velocidade LT-1 
Raio do círculo 





y = cu*r? 


LT-2 = C(LT-1)ºL? 
Equação para L: 1 = a+b5. 
Equação para T: -2 = -a 
Então 


Solução 


FÓRMULA 
DIMENSIONAL 


GRANDEZA FÍSICA 


Período 
Massa do pêndulo 
Peso do pêndulo 
| Comprimento do pêndulo 





T = €C pm 
T = C (LMT-2)ºM?L* 
Equação para L: 0O=a+c 
Equação para M: O=a+b 
Equação para T: 1 = -2a 
Então a = -1/2 
b = + 1/2 
edi ml 
Portanto T=Cp! mui ju = o 


EN 
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ExempLo 3 — Fórmula de Stokes (Resistência que o ar opõe ao movimento de uma guta). 


FÓRMULA 


“a ad º Í L 
GRANDEZA FÍSICA SIMBOLO | pMENSIONAL 


Resistência LMT-2 


' Viscosidade do ar(*) LIMT- 


Velocidade da gôta LT- 
Raio L 





R = k nº 
LMT-2 = (L1MT-")º (LT-1)Le 
Equação para L: 1 =-at+b+c 
Equação para M: 1 = a 
Equação para T:-2=-a-b 


Donde 
a =1 
= 1 
Portanto 
R =knyw 


Pode-se verificar, experimentalmente, que R = 67 nvr. 


Observe-se que, quando a resistência R é igual ao peso P da gota, a força total 
é zero e esta se desloca em movimento uniforme, com uma velocidade que se chama 
velocidade limite. 


P = Frog 
4 
grrpg=6mnvr 
mtas ET AO 
9 qm 
as 
A 


(*) As dimensões de viscosidade “provêm de sua definição 7 m a (viscosidade é a força por 


dz 
unidade de área por unidade de variação da velocidade com a distância na direção do movimento). 


Introdução ao estudo da Fisica 41 


5. “Similitude dinâmica” 


Análise dimensional pode ser extremamente útil na construção de 
modelos ou na compreensão de fenômenos que ocorrem com corpos de 
tamanhos diferentes; este tipo de aplicação se refere, em geral, à resis- 
tência de materiais, problemas de locomoção ou construção de modelos 
de equipamentos grandes (modelos de barragens, por exemplo). 


Abaixo damos alguns exemplos pitorescos destas aplicações e que 
se referem a seres vivos. ILembremos, primeiro, que o peso a que uma 
corda resiste sem rebentar é proporcional à sua secção reta; duas cordas 
resistem ao duplo peso que só uma delas resiste; uma corda de secção 
dupla de outra resiste ao dôbro da fôrça; esta relação é válida não só 
para cordas, mas também para músculos humanos, bem como estruturas 
de concreto, ferro e mesmo ossos humanos, nos quais se aplicam pesos. 


O corpo humano (e o dos animais) é um conjunto de estruturas, ou 
colunas, ou ossos — o esqueleto — que é sustentado e movimentado por 
músculos e tendões. A resistência do corpo humano (ou sua força de loco- 
moção) é, pois, proporcional à secção reta dos músculos ou dos ossos. 
O peso total do corpo é, porém, proporcional ao seu volume. Vejamos, 
agora, alguns exemplos: 


a) Consideremos um cubo de lado | suspenso 
por um fio de raio r (fig. 11). O peso do cubo é A 
proporcional a r$ e a resistência do fio, proporcio- | 
nal a r? (que por sua vez é proporcional à área da 
secção do fio). 

Suponhamos agora, que todas as dimensões 


lineares envolvidas no problema aumentam por 
um fator 10 (fig. 12). 


3 
O peso do cubo aumentará de (=) = 1.000 
vezes, ao passo que a resistência do fio de apenas 
2 
(=) = 100. O peso aumenta 


: 
10 vezes mais depressa que à re- 
sistência do fio. 

Para que o fio continue su- 
portando o cubo em igualdade 
de condições com a situação ini- 
cial, seria preciso que a área de 
sua secção também aumentasse 
por 1.000, isto é, r aumentasse 
de aproximadamente 32 vezes 


( Ei ) = 1.000. 











Fio. 11 Fira. 12 
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Este simples exemplo mostra que existem propriedades na natureza 
(a força de coesão no fio, neste caso) que não podem sofrer uma mudança 
de escala: a resistência dos materiais depende das forças entre seus átomos 
e aumentar as dimensões do fio não muda estas forças(*). 


b) No livro As Viagens de Gulliver, Swift fala de uma terra de gigantes 
que se parecem com seres humanos, mas são 12 vezes maiores em cada 
uma das dimensões. Um membro (perna ou braço) será, então, (12)2 = 144 
vezes mais forte; mas o peso do gigante é proporciona! a L3, isto é, 
(12)3) = 1.728. A razão do peso para o volume é, então, 12 vezes maior 
do que para nós. Os gigantes de Gulliver seriam tão lerdos como se 
cada um de nós tivesse montado sobre si outros 11 homens. 


É por essa razão que a natureza provê os animais grandes de ossos 
(e músculos) que são relativamente mais grossos do que um simples au- 
mento linear. A figura 13b mostra um osso de gazela e o mesmo osso de 


Gazela 


FEMUR DE GAZELA FEMUR DE BISÃO 


FEMUR DE GAZELA X 1,5 FEMUR DE BISÃO 





Fira. 13 


e e e, 


(*) Uma outra maneira de dizer a mesma coisa é afirmar que as leis de Física não são simétricas por 
uma mudança de escala. Aumentar o tamanho de um fator 10 não garante que o novo aparelho vai fun- 
cionar da mesma maneira. A razão para isto é que os átomos têm um tamanho bem definido e não existem 
átomos maiores ou menores: todos os átomos de um mesmo elemento são exatamente iguais. Por exem- 
plo, as linhas espectrais que todos os átomos de hidrogênio emitem tem o mesmo comprimento.. Esta pro- 
priedade é válida para o hidrogênio que existe na Terra, no Sol ou nas outras estrelas. O universo todo, 
mesmo as galáxias mais distantes, parece ser constituído, ao que se saiba, dos menores átomos. 
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um bisão. Se quiséssemos fazer uma gazela do tamanho do bisão seria 
preciso aumentar de 1,5 cada uma de suas dimensões. A figura 13c mostra 
o osso da gazela (aumentado de 1,5), comparado com o do bisão. Observe- 
se que a natureza se encarregou de fazer o osso do bisão mais grosso para 
suportar o seu peso. 


c) Consideremos um adulto e uma criança; a densidade desses dois 
seres é a mesma, ao passo que a força dos músculos aumenta com a área 
dos membros (perna e braço). A fórmula dimensional da densidade 


(o) é [5] e a da força [e ) 

A razão da força (F) para a área dos músculos (4) é a mesma para 
ambos. 

Usando o índice 1 para o adulto e 2 pará a criança, tem-se 








ES L. Joe 





| Tn , 
(F/Ajadulto = (F/A criança [TES «ue = 1; 
Ra 
7, 


além disso 
(p)adulto = (p)criança 
e, portanto 








Mo Mo 
E Ea 
Então 
+ ta 
Ti To. 


ou seja, à velocidade de locomoção dos dois seres é a mesma. 


Esta é à razão pela qual uma baleia que pesa 100 toneladas e mede 
28 metros nada com a mesma velocidade de um delfim que pesa 100 
quilos e mede 3 metros de comprimento. 


d) Uma pulga pode saltar a mesma altura que um homen apesar 
de ser 1.000 vezes menor. Qual a razão para isso? Supomos que o tecido 
humano (músculo, etc.) é o mesmo que o da pulga. A força da pulga 
é (1.000)? vezes menor que a do homem; seu peso, porém, é (1.000) 
vezes menor; portanto | 


F N pulga F N homem 
(MG) TT -10 


Por conseguinte, a pulga consegue pular 10 vezes mais do que o 
homem em relação ao seu tamanho, o que explica a afirmação inicial. 
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6. Mudança de unidades 


Seja N a medida de uma grandeza física e sua fórmula dimensional 
N = Lº'M'Tº 


Sejam L,, Mi, T| as unidades de comprimento, massa e tempo 
neste sistema. Por exemplo, no sistema métrico (GS estas unidades são 
o centímetro, o grama e o segundo. 

Se usarmos um outro sistema de unidades, o sistema inglês, por 
exemplo, as novas unidades serão L2, Ms, T» (o pé, à libra e o segundo). 

O problema é descobrir o valor numérico de N em um dos sistemas, 
quando o seu valor é conhecido no outro. 

A solução é a seguinte: suponhamos 


L, = IL, 
M, = mMa 
Ti =tT, 


Então | 
N x LEM TE = NL) (mMo) LTo) = NI mELS Mb TS 
O novo número que mede a grandeza no sistema é NI“m't, sendo 
Li Nº (E) TN 

Ambdic ares 
Ep (% ) Mz ( T»2 

Calculemos como ilustração o valor da aceleração de gravidade no 

sistema inglês 








Lo = Li X 30,48 pois 1 pé = 30,48cm; | = IT 
To = Ti;t=l : 
N = 98lecm/s? = 981 LT-? 
b =0 
Então, no sistema inglês 
1 pés 
Gmdie — gas en PES 
Niêm't* = 981 30,48 32,2 2 


EXERCÍCIOS 


1. Aplicando análise dimensional, achar a aceleração de um ponto que se move com 
velocidade uniforme num círculo. 


—s, 
2. Um projétil é lançado com velocidade inicial u que forma um ângulo « com o plano 
horizontal. Determinar o alcance, aplicando análise dimensional. 


3. O valor de y, aceleração normal da gravidade, no sistema MKS é 9,81m/s2?. Qual 
o seu valor no sistema FPS (inglês) de unidades? 


1 ft = 0,304.8m; 1 libra (massa) = 0,454kg 
4. Converter 1 horse-power em quilowatts. 
1 HP = 550 ft. lb/js lb = hbra (força) — unidade de força no sistema inglês 
l!b = 4,45 newtons 


IV 


VETORES 





Certas grandezas físicas são completamente caracterizadas pelo 
conhecimento de um número, ao passo que existem outras cuja especi- 
ficação exige o conhecimento de um número e uma direção. As primeiras 
são chamadas grandezas escalares e as últimas, grandezas vetoriais. 


1. Grandezas escalares e vetoriais 


Como exemplos de grandezas escalares, temos a massa de um corpo, 
a temperatura, o volume, etc. Os números que especificam as grandezas 
escalares podem ser função do ponto e, no caso específico da tempe- 
ratura, teríamos T = T(x, y, 2). 


A caracterização de uma direção no espaço, com relação a um deter- 
minado sistema cartesiano de coordenadas, é feita quando se dão três nú- 
meros. Estes podem ser, por exemplo, os co-senos diretores (a, 8, y) da 
direção considerada, ou as coordenadas cartesianas (x, y, 2) de um ponto P 
pertencente à reta r que representa a direção que passa pela origem; 
pode-se, ainda, usar coordenadas 
polares (o, 6, y), sendo p = OP 
(fig. 14). 

Suponhamos, agora, que um 
outro observador deseja caracte- 
rizar a mesma direção mas, não 
conhecendo os eixos cartesianos 
escolhidos pelo primeiro observa- 
dor, escolha um outro com a mes- 
ma origem. Para isto, será neces- 
sário saber os co-senos diretores 
de r no novo sistema de coorde- 
nadas ou, se for o caso, as novas 
coordenadas de P. 

Para simplificar a notação, 
vamo-nos restringir, agora, a 2 
dimensões. Fra. 14 
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As coordenadas do ponto P 
(x, y), no novo sistema são (X, Y). 


Para estabelecer as relações 
entre (X, Y) e (x, y), considere- 
mos a figura 15. 


No triângulo PDE 
PE Y = PD cos6 
PD = PB- DB = y- DB 


No triângulo ODB 


DB = OB tg0 = ztgo 
Portanto 
Y = (y-ztgo) cos 
Y = y cos6-z senô 
No triângulo OEF 
OE =X = OF cos6 = (OB + BF) cos6 
OB = tz 
BF = ytgo 
Então 
X = (x + ytgo) cos6 
X = tz cos6 + yseng 


Portanto, a relação entre 
tema e no antigo são: 

X 

Y 

Z 


as coordenadas do ponto P no novo sis- 


z cos6 + y send 
y cos0 — x senô 


(1) 


z 


Um conjunto de três grandezas que se transformam segundo o sis- 


tema I se diz um vetor(*). 


(*) A forma usual de introduzir a noção de vetor é a seguinte: 


Consideremos o segmento OP, sobre a reta r, de origem em O e extremo em P. Este segmento, depois 
de fixado um sentido de percurso, chama-se segmento orientado. Chamamos de segmentos orientados egiiipo- 
lentes a OP os que possuem o mesmo tamanho que OP, a mesma direção e sentido de percurso. Os segmentos 
equipolentes possuem uma coisa comum — o conjunto: medida, direção e sentido — e dizemos que têm o 


mesmo vetor. 


Na definição de vetor não impusemos restrição alguma ao conjunto dos segmentos equipolentes a um 
segmento dado. Chamamos de vetor deslizante o conjunto de segmentos equipolentes que pertencem à mesma 
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O ponto P e a direção OP são os mesmos, mas suas coordenadas 
cartesianas mudaram por meio da transformação acima, que é linear: 


X = aqur + ay + az 
Y art + a2z2y + as32 (IT) 
Z = ant + as2y + as32 


onde os a;,; são constantes. 
No caso particular, onde usamos só duas direções, teremos: 


a13 = a23 = 31 = 032 = 433 = 0 


Às componentes de um vetor (uma quantidade que tem uma direção) 
se transformam de maneira simples quando giramos o sistema de coor- 
denadas. Não são, portanto, três números quusquer que constituem um 
vetor, mas três números que se transformam segundo o sistema II (ou I 
em duas dimensões). 

Para verificarmos se uma grandeza é vetorial, devemos ver como se 
transformam suas componentes quando o sistema de referência é rodado 
em torno da origem. Se a lei de transformação das componentes for a 
expressa no sistema II, então a grandeza representada pelo conjunto de 
componentes é um vetor. 


Por exemplo, vamos definir uma nova grandeza que denominamos 
velocidade (em 2 dimensões), tendo como componentes 


o dx — dy dz 
Pr | er ( = 0) 


Vejamos se esta grandeza é um vetor. Girando o sistema de eixos x 
e y, as coordenadas x e y se transformam de acordo com o sistema de 
equações IJ. Portanto, no novo sistema, as componentes da veloci- 





dade são 
dx (dz y 
E (E) como + (8) mo 
dr dy E) s 
E cos 8 —-— (s sen 6 (LIT) 
d£ dz 
E a OS 





reta, por exemplo: OP, O'P' e 0" P” pertencem ao conjunto de vetores sobre a reta r e, portanto, são repre- 
sentados pelo vetor deslizante r. 


O P O" pPº O" pr 
a Qua — Qi —m 
Fra. 16 


Chamamos de vetor localizado o vetor que coincide com um particular segmento orientado. 


Chamamos de componentes de um vetor as coordenadas do ponto /” do segmento orientado OP, do 
qual ele é o vetor e cuja origem coincide com a do sistema cartesiano considerado. Chania-se módulo do vetor 
o tamanho dos segmentos orientados equipolent2s que ele representa. 
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Este sistema tem a mesma estrutura que I, isto é, as componentes 
dz dy 
a) é (a) Se transformam como as coordenadas x e y. Logo v, e v, 


são as componentes de um vetor. 
Uma das maneiras de se representar um vetor é por uma letra enci- 


mada por uma flecha: v (para o vetor velocidade), r (para o vetor posição), 


F (para a força), etc. O módulo do vetor indica-se por |v|(*). 


Um vetor é uma entidade física independente da orientação do sis- 
tema de eixos; suas componentes é que são dadas por números diferentes 
ao se mudar o sistema; um vetor é como se fosse um objeto, descrito de 
maneiras diferentes, em sistemas de coordenadas diferentes. Suponhamos, 


agora, que existem 2 vetores que sejam iguais, F e kr. Uma equação do 
tipo F = kr é verdadeira qualquer que seja, o sistema de coordenadas 


usado para especificar as componentes de F e 7: é uma equação intrínseca. 


O fato de que uma relação entre fenômenos físicos pode ser expressa 
como uma equação vetorial nos assegura que a relação permanecerá 
válida por uma mera rotação do sistema de coordenadas. Esta é a razão 
pela qual vetores são importantes em Física; o seu uso assegura a inva- 
riância, por rotações, das equações da Física. 


Geralmente, o problema que se tem é o de determinar se as forças que 
aparecem nos problemas de Física são efetivamente vetores (ou grandezas 
mais complicadas). Assim, por exemplo, as forças que são usadas em 
elasticidade não podem ser descritas por 3 quantidades que se transfor- 
mam segundo as coordenadas; 9 destas quantidades são necessárias 


(tensor de segunda ordem (**). Por outro lado, a força de atração gravi- 

: pd MM 
tacional F = G eae 
o teorema do paralelogramo de forças como um dos princípios da Mecá- 
nica, o que se está fazendo implicitamente é dizer que as forças usadas 
em Mecânica são vetores (e não tensores). 


—, 
r é, obviamente, um vetor. Quando se aceita 


(*) Algumas vezes, tenta-se simplificar o problema de decidir 
se uma certa grandeza em Física é ou não um vetor, aplicando o 
critério seguinte (que no fundo é equivalente ao que discutimos 
acima): Para ser um vetor, uma grandeza deve satisfazer às seguintes 
condições: 


a) à regra do paralelogramo, que é a maneira pela qual os 
vetores se adiciona; 


b) ser independente do sistema de coordenadas. 


(**) Um tensor de ordem zcro é o que chamamos escalar. 
Um tensor de primeira ordem é um vetor. 


NotTA — Quando as transformações de eixos que se considera 
são do tipo em que eixos cartesianos ortogonais sofrem apenas rotações, 
a transformação II é a única que existe (os vetores são chamados 
de contravariantes). Se a transformação não conserva os ângulos 
entre os eixos, há um outro tipo possível de transformação, além da 
considerada no texto: nestes sistemas de eixos há vetores contravari- 
antes e covariantes que se reduzem, ambos, aos vetores usinais, no 
Fig. 17 caso dos eixos ortogonais. 
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2. Adição de vetores 


—+ o — : Ed E ; 
Pode-se associar a 2 vetores, 4 e B, um terceiro vetor €, denominado 


>> 


soma de 4 e B, 


-> —s, —, 
C=A+B 


e que é obtido deles por meio da regra do paralelogramo (fig. 18): a extre- 
midade inicial do segundo vetor (B) é colocada na extremidade final do 


dp 
primeiro vetor (4); a soma é o vetor que se estende da extremidade inicial 
— —» 
de 4 à extremidade final de B. 


—0s> =» 
Os vetores 4 e B são, também, chamados vetores componentes de C 

= - 

nus direções rj € ra. 





As regras de adição de vetores nos permitem estabelecer a regra de 
lecomposição de um vetor em duas ou mais direções preestabelecidas. 


A soma de muitos vetores pode ser feita (fig. 19) construindo-se 
um polígono dos vetores, que é uma generalização da regra acima. 
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3. Vetor num sistema cartesiano de coordenadas 


Se escolhermos um sistema de 3 eixos cartesianos (x, y, 2) e sobre 

+ + 

eles vetores unitários (módulo igual à unidade) representados por 2, 3, k, 
respectivamente (fig. 20), um vetor qualquer que liga a origem ao ponto E 


de coordenadas (x, y, 2) pode ser escrito como r = Zi +99 j + Z k. 





Fig. 20 


4. Subtração de vetores 


É definida em termos de adição como os números ordinários. Se 
emp 


A = C - B, então À é aquele vetor que somado a B dá C (fig. 21). 


Em outras palavras pode-se definir o vetor -B como igual a B, 


—o Os —+ —» 
mas com o sentido oposto. Então, C- B = C + (-B) e a subtração é 
reduzida a um caso particular de adição. 


Iutrodução ao estudo da Física 51 


Multiplicação de vetores 


a) Multiplicação por um escalar k: é um outro vetor de mesma 


direção mas de comprimento k vezes o comprimento do vetor inicial A. 


b) Produto escalar de dois vetores: é um escalar iguai ao pro- 
duto da grandeza dos vetores pelo co-seno do ângulo que eles formam 
(fig. 22) 


— sos 
A.B = AB cosa 


Às vezes se escreve o produto escalar como 





— 

A X B=A.B 

O) produto escalar é comutativo (4.B = B.4) 

« distributivo com relação à soma de 2 ve- 8 
tores Fio. 22 


so os —- -—> sos > so 
A(BA4AO) =A.B+A.C 


É fácil ver que se 1, 3, k são os vetores unitários (versores) das dire- 
ções x, y, 2 respectivamente, então 


= 1 


Sl SL 


“o.L “.L 


=, = 


= 0 


c) Expressão cartesiana para o produto escalar: suponhamos 
A dado por fe Rui dE gde. ce B por be pit dogs 
Iintão 


e > > = = é 
(trityng+t+tak).(x2i+y2) +22) 
ZiZx2 +yly2 + 2122 


-— sos 
A.B = AB cosa 


— 


Se, em particular, B = 4, então 
nd 2 2 2 A ; 
A.A = +yw+2z =|4]|? = (módulo de 4)? = A? 


Pode-se ver facilmente que o produto escalar de dois vetores é um 
invariante, isto é, não depende do sistema de coordenadas considerado(*). 


. . EEE 
Com efeito, num novo sistema (X, Y, Z) teremos as coordenadas de A eB 
dadas por 


(*). O produto escalar é um invariante para rotações de sistemas de coordenadas. Isto não significa 
que seja invariante para qualquer tipo de transformação. 
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X, = £,; cos6 + y; senô 
Y, = Yi cos6ô —- x, sen 6 = 1, 2 
Z; = 2 


e TD sda VE Vs DZ 
= (z) cos6 + y seng6) (x2 cos6 + yz seng6) + 
+ (yi cos6 - x, sen 6) (yz cos6 —- 72 send) + 21 22 
= (x) x2 + yi y2) (cos20 + sen?0) + 21 22 


= Tr +y y2 +21 z2, como acima 


—, 
Nora — Consideremos o caso particular em que |B| = 
> 5 


— — 
A.B = À cosaeo produto escalar de 4 por B representa a projeção de 4 so- 
ep 
bre B (A cosa). 


> so — 
A.B = proys A 
B 
d) Produto vetorial de dois vetores: é defimido como um vetor 


perpendicular ao plano dos dois vetores (A e B) com o sentido deter- 
minado pela regra dos três dedos (fig. 23) e de grandeza AB sen a. 


Fira. 23 


A regra dos três dedos é às vezes chamada regra do parafuso, porque 


se um parafuso gira de A para B (fig. 24), ele avança na direção de C. 
O mesmo ocorre com um saca-rolhas (fig. 25). 


> 00.30 Ss 


C=AAB 


Introdução ao estudo da Fisica 53 





Fia. 24 Fio. 25 


O produto vetorial é distr)butivo com relação à soma de vetores, 
—» —s —+ —s, —+ — —, 
AN(B+C)=AAB+4A4A AC 


mas é anticomutativo: B A A ad A B (fig. 20). Se AeB representam 


os lados de um paralelogramo (fig. 27), então A A B tem à grandeza da 
área deste paralelogramo e a direção da 
normal a ele; 4 A B especifica, pois, a 
área e a orientação de um elemento da 





“Ss” ATE” 


A B 






área. 

fa 

, 

, 

0 

: 

BA A 

! 

8 

+ 
Fio. 26 Fio. 27 


O produto vetorial é chamado, às vezes, de vetor axial (em contra- 
posição ao vetor polar, que é um vetor ordinário). Se tivermos dois 


— —», 
vetores 4 e B e fizermos uma troca dos eixos em torno “dos quais eles 
são descritos (fig. 28), então o produto vetorial muda de sinal, o que não 
acontece com um vetor polar. 
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Fira. 28 
É fácil ver que 
> 050 So ido es > 0 + 05 
TAg=hk JAN k=1 k A 1=) 
> > -—> —» - > —» -— > 
Jni=-—k k A gj== 2 Nk= 
—; - > — -— -— 
1 A 7=0 IA 39=0 k A k =0 


e) Expressão cartesiana para o produto vetorial de 2 vetores: 


Se o 
A=attazj+tas k 
-—, —> Ed -— 
B=biitbaj+bs k 
então 


—, -s > — - 
A A B=(ab2-azbi) k+4 (a2b3-a3b2)21 + (as bi-ar bs) 3 


que se pode escrever como 


> 0 —, 
—, "= t j k 
AN B= a az as 

bi ba ba 


6. Homogeneidade vetorial 


A homogeneidade dimensional das equações da Física garante a 
invariância das leis físicas, por uma transformação das unidades das 
grandezas envolvidas. 


Da mesma forma, se tivermos uma lei física que relacione diversas 
grandezas, é necessário postular que todos os termos de uma equação 
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física tenham o mesmo caráter tensorial (princípio da homogeneidade 
tensorial ou vetorial). Se este não for o caso, a relação pode ser verdadeira 
num dado sistema de referência, mas uma mudança do sistema vai afetar 
os diversos termos da equação de forma diferente e a relação não será 
verdadeira no novo sistema. 


Por exemplo, se tivéssemos uma relação entre um escalar (k) e uma 
componente de um vetor (x) 


k = cx (c é uma constante) 
uma transformação do tipo 
LT =%To0 + vi 
transforma esta relação em 
k = c(xo + vt) 


que não pode ser verdadeira pois k é invariante pela transformação acima. 


EXERCÍCIOS 


1. Sendo o par (x, y) um vetor, demonstrar as seguintes proposições: 


1.º) (y, x) não é vetor 
2.º) (y, —x) é um vetor 


Demonstração: 





Fra. 29 


X = 1 cos6+y seno 
Como (x, y) é vetor ( e 
Y = y cos6 - x senô 


por uma rotação do sistema de coordenadas (fig. 29). 
Solução (1.º parte): (y, x) não é vetor 
(y, Z) após a rotação se transforma em (Y, X) e portanto em 
(; RR Re o que contraria a definição de vetor, pois 
TZ cos6 + y send 
(y, z) deveria se transformar em 
y cos0 + z sen, 


Lx cos6 —- y send 
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Solução (2.º parte): (y, —x) é velor 
(y, -z) após a rotação se transforma em (Y, -X) e portanto em: 
y cos6 — x senô 
o cosô — y sen 6 


Ora, esta transformação é exatamente o exigido pela definição de vetor. Para 
esclarecer melhor a demonstração, façamo-la graficamente (fig. 30). 


RePROE 


erre 


EA 
yo) 
E 
Ea 
EE] 
Es 
gRe 
ES 
BZ 
Efe 
pio 
EE 
PIC 
E 
ERES 
EE 
Ejtto 
Il. 
ES 
ma 
Inn) 
EEE 
Ee 


NEVER RRRRA 
PEC ppl 


Fra. 30 





P (x, y) se transforma em P(X, Y) 
Como a rotação 6< Pi(y, x) se transforma em Pi(Y, X) 
P>(y,-x) se transforma em Psa(Y, -X) 
Pi(y, x) = Pi(Y, X) e então (y, 2) não é vetor 
Po(y, -x) = Po(Y, -X) e então (y, -z) é vetor. 
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2. Mostre que o par de funções definidas por: f =0 efz2 =z? + y?, qualquer que 
seja o sistema de coordenadas usado no plano, não são componentes de um vetor. 


Solução: Seja 8 o ângulo entre um par de eixos cartesianos. 
Como sabemos, (z, y) são as componentes de um vetor. Então, por rotação do 
sistema de coordenadas o par (x, y) se transforma de modo que 

X = zcos06+y send 

Y = y cos6- x seng 
Para que as funções fi e f2 fossem as componentes de um vetor seria preciso que 
no sistema XY as novas funções componentes F, e Fa(Fi=0eF,)=X2+4Y?) 
fossem ligadas com fi e fz por meio das relações 

Fi = fi cos6+fz sen9 

F2 = fz cos6 - fi send 


Mas 
X2 + Y? = (x cos6 + y sen6)? + (y cos6 —- x seng)? 
= 72 cos20 + y? sen?9 + 2ry cos6 sen6 + y2 cos? 60 + 
+ 72 sen? 60 —- 2ry cos60 sen6O = 72 +4 y? 
isto é 


x? + y? -é um invariante. 
Em outras palavras 
Fa = fz, identicamente. 


Portanto, o par de funções fi e fz não pode ser um vetor, pois a definição de vetor 
exige que 
F, = jf> senô 


e Fa=(X2+4Y2?) = f2 cos6 = (x2 4-y2) cos 6 para qualquer 6, o que não 
é possível. 


3. Dizer quais são as propriedades dos dois vetores 4 e B tais que 


—» —+», > ss 0 so — —, 
q A+B=A-B.'º. 4-4 =2B [B-0 
— —s» —» —, —» —» 
) A+B=Cel4l+IB|=IC| 


Se «a é o ângulo entre os vetores Ex e B 
02 = 42 4 B2 + 24B cosa 
Mas € = 4 + B (por hipótese); 
então 0? = 42 + B2 4 248B; 
Portanto 


cosa = 1 a=0 


Os dois vetores têm a mesma direção e sentido. 
—, —» —+ 

o) A+B=Ce 42+B? =C? 
Temos 0? = 42 4 B? 4 2A4B cosa 
Utilizando a hipótese acima vem: 


A2 + Bº = À? + + 24B esa mam 0. [am + | 


=> 0 0so . 
Os vetores 4 e B são ortogonais. 
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—» —, —  —s 
IA +B|=I|A4-Bl 


Então: 42 + Bº? + 24B cosa = 4? 4 Bº? - 24B cosa .* 
cosa = 0 


Ea ui 
act 


amp 
4. Mostrar que a área do triângulo de lados a e b (fig. 31) é 1/2 ja Ab. 


> 0 sos . 
Os vetores 4 e B são ortogonais. 


Solução: a bh “b.asena 
E De e 2 
> 
Ora, ab sen a = |a A | 
Então: 
Sed Sa Ad 
a ja A b| 
Ô 
A 
b 
Fira. 31 
; -—» so 
àd. Dados os dois vetores a e b 
— > > > 
a =3%+4j-5k 
e 
—+ > > -> 
b=2 + 2 + 6k, 
calcular: 
a) os seus comprimentos. d) o produto vetorial. 
-» ss 
b) o seu produto escalár. e) aeb são paralelos? Ortogonais? 
c) o vetor soma. f) o ângulo entre eles. 
Solução: 
q) a=V32442 452. .". [a =5 2 
b=Vi2+24+6 .0. |b= vã 
-— so -—s — 
b)a.b=-3+8-30 a.b=-25 


— — > -— — 
)la+tb=2%+6+k 
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— —s 
d) a Ab 
> 50 0 0s 
Er do 
> so — > — -> —> - 
anb=|3:4 5|=2%M+5+6k+4k+ 10-18 
-1 2 6 
E EST Iso = 
[a AD = 34-13 + 10F | 


— > 
e) Não são paralelos, pois «a A b = O 
X 


o . -— = 
Não são ortogonais, pois a Xb x 0 


> os 
Ed . qa.b 
Í) a.b = ab cosa .'. cosa = — 
cos 5 25 25' 5 
qQ=—”=—-——— == m-—=E-— = 
5V24)41 5 82 45 9 


6. Dado o sistema de equações vetoriais: 
> 0so> > o — 
at+b =1Ili-j+4 5k 
ss —+ —+ —» 
a-b=-5+ãaIll + 9k 
> sos 
a) Calcular aeb. 


— >> 
b) Calcular o ângulo entre a e (a + db). 


Solução: 
a) Somando as equações dadas vem: 


— > > — 5 5 5º. Õõí5] 
2a = 6 + 10; + 14k 0-3 + 5) + Tk | 


e então: 
—>, 


— > 0 > 5 o > > —> -— 
b=Ili-j+5k-a=lli-j+5k-3-5-Tk 


—, > — > 
| b=8:-6j-2k | 


b)a.(a+b)=|al. |a+b| cso=V9+25+49.VII +1I +25 


ja rm 63 Ea . mio ES o 
cos0 = 33 - 5 + 35 cos0 = 1104 — 0,57 .'. [0=552 








7. Um paralelepípedo tem lados descritos pelos vetores 


Ed id 
a=1+2 
- mp 
b = 49 
— > —, 
c=I+3k 
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Achar o volume do paralelepípedo (fig. 32). 
Verificar que o volume é numericamente 


igual à Er Ac ). 
Solução: 

V=S.h 
CÁLCULO DE SS: 


S = be sena .* 





> 0 so 
“2.8 = |bACc| 
= 122 S = 12 
32 > So 
la.cAb| 
q + pe 
a.|cAadb 
>> So - > > 
a.cadb (1 + 29) . (12%) |-12 | 
ia RC = esco ço Sos es eggs 9 
lc A bl 
Então: 
V=12| 
doa —, —, oe é 
Para verificar que V = |a.bAc| 
> 0.s 
lembrar que S = |[b Ac| 
>> so 
la.cAab| 
h = ——.— 
|c A b| 
Então 
b Es — —  —s 
-—» o 
sia DA que] V=|a.bac| 
|b Ac| 


mms 
8. Dados dois vetores 4 e B, demonstrar que 
— —» —» — 
(AAB) A 4].A4A =0 
Solução: Com efeito 


—» 


—, —+ —, 
A A Béortogonal a 4 ea B 
=» os — — —s —, 
(A AB) A 4 é ortogonal a (A AB) ea 4 
ou seja, o vetor entre colchetes é ortogonal a 4. Então 
=> os —+ —, 
(4 AB) A 4]. 4 =0 


- —+ 
9. Provar analiticamente que a soma de 2 vetores a + b é o mesmo vetor, qualquer 
que seja o sistema de referência usado para descrever as suas componentes. 





Mecânica 





Mecânica é a parte da Física que estuda as leis 
de movimento dos corpos materiais. 

Movimento é a mudança de posição com o 
tempo. O conceito de movimento não envolve so- 
mente espaço e tempo, mas, também, o conceito do 
que se move. Pode-se ter o movimento de uma som- 
bra que se desloca ou o movimento de uma onda na 
água sem que as moléculas da água se movam. Nosso 
estudo da Mecânica será iniciado, contudo, com o 
estudo do movimento dos corpos materiais. 


1 


mecânica do ponto 


L 


NOÇÃO DE PONTO MATERIAL 





O corpo mais simples que podemos considerar é uma idealização dos 
corpos que existem na natureza e que chamamos de ponto material, isto é, 
um corpo cujas dimensões são negligíveis quando comparadas com as 
outras dimensões envolvidas no movimento. Podemos, por exemplo, 
considerar a Terra no seu movimento em torno do Sol como um ponto 
material, mas não quando se considera a sua rotação sobre O seu eixo. 
A Mecânica começa pelo estudo dos pontos materiais e depois estende 
estes estudos aos sistemas de pontos materiais, incluindo corpos rígidos 
e deformáveis. 


Um ponto material não é um ponto geométrico, pois possui uma 
propriedade que os pontos geométricos não têm, que é a massa inercial; 
esta propriedade está intimamente ligada ao movimento dos corpos, como 
podemos ver logo que tentamos entender como us corpos se movem. À 
experiência nos ensina que podemos usar nossos músculos para pôr os 
corpos em movimento ou fazer cessar este movimento; há outras ma- 
neiras independentes de nossos esforços que fazem a mesma coisa; por 
exemplo, corpos caem devido a outros agentes que não os nossos músculos. 
Outra coisa que à experiência nos ensina é que se empurrarmos 2 corpos 
(2 pontos materiais) da mesma forma (fazendo o mesmo esforço), eles 
podem movimentar-se de maneira diferente. Há, portanto, uma pro- 
-priedade intrínseca dos corpos que determina o seu movimento quando 
um mesmo agente externo atua sobre eles. Esta propriedade é o que se 
entende por massa inercial. 


Dado um ponto material (com uma certa massa inercial) é preciso 
um certo esforço para fazê-lo movimentar-se; chama-se força a qualquer 
causa capaz de modificar o movimento de um corpo. 


Esta é uma definição de força baseada em esforço muscular. Mais 
adiante, tentaremos refinar esta definição; este é o caminho seguido, 
em geral, em Física e provavelmente o único possível. Uma definição 
primitiva que é dada com base nos nossos sentidos mais tarde se torna 
mais quantitativa. 


Por exemplo, classificamos os corpos em quentes e frios, baseados 
exclusivamente nas propriedades dos nossos sentidos, e apenas mais tarde 
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é que percebemos que os corpos, quanto mais quentes estejam, maior 

, , 
volume apresentam, o que permite construir termômetros e determinar, 
pois, com precisão, o “grau” de calor dos corpos. 


Vejamos até onde nos leva a definição animística de força: a obser- 
vação do movimento dos corpos ensina que um corpo em movimento, nas 
nossas proximidades (por exemplo uma bola rolando de uma encosta), 
acaba parando (*). Este tipo de comportamento é muito comum e à im- 
pressão que se tem é que se quisermos fazer com que um corpo se movi- 
mente com velocidade constante é preciso aplicar-lhe uma força cons- 
tante(**). Note-se, de passagem, que se isto fosse verdade, o movimento 
uniforme não seria muito simples (como veremos, a simplicidade do movi- 
mento uniforme tem consequências muito importantes). Além disso, 
dizer que a força é a causa do movimento não teria muito sentido; no 
exemplo acima, o papel da força é impedir que o corpo pare; se um corpo 
no qual “não atuam forças” acaba parando, é porque o estado natural 
dos corpos é o repouso e a força é necessária para alterar este estado, isto 
é, movimentá-lo. Veremos, adiante, a relação entre força e movimento 
que foi estabelecida por Galileu. 


A Mecânica do ponto material que estudaremos, inicialmente, pode 
ser dividida por comodidade em uma parte puramente geométrica em 
que se introduzem certas grandezas adequadas para descrever o movi- 
mento (cinemática) e numa parte em que se discutem as relações entre 
o movimento e as forças que podem ser consideradas como origem deste 
movimento. 


(*) Os corpos celestes, Lua, Sol, etc., parecem animados de um movimento eterno em que não se 
percebem facilmente quais as forças que atuam sobre eles. Parece, pois, à primeira vista, haver uma dife- 
rença grande entre o movimento de corpos na Terra e os corpos do Universo. 


(**) Esta observação é devida a Aristóteles, e nós temos a mesma impressão todos os dias ao ver um 
cavalo puxar uma carroça; parando o cavalo (que é a origem da força), pára o movimento. Este tipo de 
observação grosseira é muito enganador. Por volta de 1500, com o desenvolvimento das armas de guerra 
(catapultas, canhões, aparelhos lançadores de flechas), começou-se a perceber que um projétil lançado por 
uma catapulta aumenta sua velocidade e continua em movimento depois de cessada a força propulsora; esta 
é uma observação que enfraquece muito o argumento de Aristóteles de que & força é necessária para manter 
o movimento e deve ter influenciado poderosamente o pensamento de Galileu. 


H 


CINEMÁTICA DO PONTO 





1. Movimento ao longo de uma reta 


la. Velocidade. — Consideremos um ponto que se desloca ao longo 
de uma reta (fig. 33); se o ponto passa de um ponto 4 a um ponto B 
num tempo At, 


O A 8 
e O E re pese 


Fra. 33 
denomina-se velocidade média (v) o quociente do espaço percorrido pelo 


tempo At. Se escolhermos um ponto O qualquer para medir distâncias 
a partir dele (ponto de referência), teremos 





OA = z1 
OB = To 
Lo - Li = AZ. 
Então 
ã é = Lo — 71 Az 
el ade dia: v =— => —— 
velocidade média p A EE 


Se o movimento do corpo prosseguir além de B e se v não variar, a 
velocidade média se diz constante. 

Se escolhermos um intervalo Ax” menor que Ax, é possível que a 

é ; É E Ar” : é = 
velocidade média neste intervalo, v” = — Seja diferente de v. Vê-se, 
pois, que a velocidade média dá informação um pouco grosseira sobre 
o movimento do ponto; o ideal seria saber qual a velocidade do ponto 
em cuu: instante; isto se pode obter definindo a velozidade instantânea 
como 
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Tanto a velocidade média como à instantânea são medidas em cen- 


tímetros/segundo (CGS): [v] = de 


Por exemplo, inicialmente tomemos 


OA = 100cm 
OB = 2.600cm 


e aproximemos B de 4; o tempo necessário para o ponto ir de 4 a B 
diminuirá também. Calculemos, então, as velocidades médias v para 
cada posição do ponto B e vejamos o que ocorre quando B se aproxima 


de 4 (fig. 34). 


Om Va MG 0 DO 








V(cm/s) 
300 
VELOCIDADE 
200 
loo 
O CV 234 56 7 8 910 at) 
mm S 
Fra. 34 
lb. Aceleração. — Se repetirmos as medidas feitas na tabela acima 


para um ponto € intermediário entre 4 e B vamos encontrar, provavel- 
mente, um valor da velocidade instantânea, diferente de 100cm/s; com 
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efeito, como a velocidade média de 4 a B é 250cm/s é preciso que a velo- 
cidade instantânea seja maior que 100cm/s na maioria dos pontos do 
intervalo AB. 


Conclui-se, pois, que a velocidade instantânea varia com a posição, 
isto é, se chamarmos de x a distância de C à origem, teremos v = v (x) e 
será diferente em 4 e B. 


É conveniente, portanto, definir uma grandeza análoga à velocidade 


média que dê uma idéia da forma pela qual v =. v(x) varia com x entre 
4 e B. Define-se, então, uma aceleração média 


vo - Vi Av 
ER e gi AR 


A aceleração é medi- 
da em centímetros/segundo? c(em/s2) 


(CGS): [a] = E ACELERAÇÃO 


Mais interessante, ain- 
da, será a aceleração em 
cada instante, uma vez que 
à pode depender do interva- 





lo AB que se escolhe. Acele- CA 2345678 SION IZ athe). 
ração instantânea é definida 
por Fia. 35 


ê Av a 
a =a(t) = lim —— 
ato dl AL>0 


Pode-se ter, por exemplo, os resultados 


Av 
Av = Vo -—v ã=-—— 
2 1 At 


(cm/s) (cm/s2) 


400 
332 


0 
9 
8 
7 
6 
õ 
4 
ô 
2 
1 
0 





que indicam (fig. 35) que 


a = lim à = 10cm/s2 
410 


Física geral e experimental 


70 
= cons- 


lc. Movimento retilíneo com aceleração constante (a 


tante). 
Suponhamos que o intervalo At seja medido a partir do instante em 


que os ponteiros do relógio marcam zero. Então 
=ta-0=t 


Alt = to - ti 
= v 


no instante t=0>v; =v e, no instante t, vz 


Portanto 
- Vo 


v = vo + at 


(1) 


Se a aceleração é constante, a velocidade varia linearmente com o tempo 


(fig. 36). 
X(t) V(t) a(t) 


Fira. 36 


Se quisermos, agora, saber a posição do ponto em função do tempo, 


usaremos 
XT) — LX Az É 
—————— = o e = y 
àl 


Consideremos a origem da distância no ponto 4 (x, =0, xo = 2) 


= 
t 

Mas v pode ser obtido da seguinte forma: Para t=0 
v = vo 

e para t qualquer 
v = vo + al 
Então 
0 vo + v 
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Portanto 


vo + vt 
2 


(Equação horária do movimento) 


x = q(t) = = vol + 5 at? (2) 


Pode-se eliminar t entre (1) e (2) obtendo-se 

v2 — vê = 2az (Equação de Torricelli) 

ld. Queda dos corpos. — A queda dos cor- 
pos oferece um exemplo de movimento ao longo 
de uma reta (uma vertical) (fig. 37). Voltaremos a 
discutir este problema em Dinâmica. 


Este movimento ocorre com aceleração cons- 
tante y de 9,81m/s2.. Por conseguinte, um corpo 
que é abandonado do repouso, de uma certa altu- 
ra, cai segundo as equações 





Did, S/ 
v = gt 


gt? (y é o deslocamento ao longo da vertical 
a partir do ponto inicial) 


«3 
|| 
to | a 





2. Movimento ao longo de uma curva qualquer 


2a. Velocidade vetorial. — Z 
Consideremos um ponto que se des- 
loca numa trajetória curvilínea qual- 
quer (fig. 38). Uma vez escolhido 
um sistema de coordenadas cartesia- 
nas em relação ao qual o movimento 
será descrito, podemos introduzir o 












= 
vetor 1 que determina a posição do 
ponto P (num dado instante). 
Depois de decorrido um tempo 
At, o ponto se encontra em q, que é 


—, 
caracterizado Eni um vetor r + Ar, 


sendo que PQ = 


Fra. 38 
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Definimos, então, como velocidade vetorial média do ponto P a razão 


=> 
Ar 


Al 


“ql 





Se At tende a zero (At — 0), define-se velocidade instantânea como 
— —» 
Ar dr 


v = lim d e isto é equivalente a lim — = —. Mas quando o ponto Q 
At q>p dt dt 


-— 
tende para o ponto P, a corda A r tende para a tangente à curva T 


-) 


em P e, portanto, o vetor Es tem a direção da tangente no ponto P 
(fig. 39). 


Q2 


LG 


ari(at,) 





Fio. 39 


> 

2b. Aceleração vetorial. — À velocidade vetorial v é dita constante 
quando o seu módulo e a sua direção são constantes. Podemos ter casos 
onde somente o módulo da velocidade vetorial varia, como no caso do 
movimento retilíneo (a direção da velocidade é o da reta). Em outros 
casos, pode só a direção mudar, permanecendo o módulo constante (ex.: 
movimento circular e uniforme). 


No caso geral a velocidade muda em direção e em módulo de ponto 
a ponto (fig. 40-a). 

Se transferirmos os vetores velocidade de pontos sucessivos para 
ama origem comum (fig. 40-b), verificamos que se pode calcular uma 
aceleração vetorial média usando uma definição análoga à de velocidade 
média 


-+> = 
onde v> e v; são os vetores velocidade em dois pontos separados por um 
tempo At. 
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Se At>0 obtém-se a aceleração sã 


Instantânea 
a - -> 
=» geo. ER R v dv 
a = lima =lim — = — 
At>0 ato Ab dt 


(a) 





Fic. 40 


= 
Este vetor a não tem, em geral, a direção da velocidade, sendo em 
cada instante tangente à curva descrita pela extremidade do vetor velo- 
cidade. 


2c. Aceleração normal e tangencial. — Consideremos um ponto 
P sobre uma curva que é a sua trajetória no espaço; a posição de P em 
função do tempo pode ser dada pelas suas 3 coordenadas cartesianas 
(fig. 41) 


x (t) = fa(t) 
y (0) = fa(t) 
z(t) = fa(t) 


P(x,y,2) 





SN RIR RR UN 1. APzszs(t) 


Fia. 41 
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ou pelo vetor de posição 
r 


-— + -> — 
P-O=r=()=2m+%yAa zk 


A posição do ponto P pode também ser dada em relação a um ponto 
origem Á situado sobre a trajetória 


s = s(t) 


Ao longo desta trajetória pode-se definir a velocidade e a acele- 
ração escalares 


P(+At) 
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A velocidade vetorial é definida como anteriormente (fig. 42). 


P dP a dr 
a SÀ r 
AL E Cd UC 


Quando At—>0 a corda AP 
tende à tangente À curva no pon- 
to P; seja T um vetor unitário 
(versor) ao longo desta tangente 
(fig. 43). 





Tia. 43 
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ey 

Como |dP| = ds, dP = ds T 
=» dP ds — 
DR TR jo O 

-— —, 

v=vT 


Calculando agora à aceleração vetorial 


=) 
q = 


- 
do 
dt 


e substituindo v pelo seu valor, tem-se 


= 
é d a dv — dT 
pia ds di dr 


O primeiro termo é denominado componente tangencial da ace- 
=) 


leração ar 


) E -+ 
O segundo termo, denominado aceleração normal ay, calcula- 
remos agora 


cem, 
Zed 
cd dt 
Calcularemos primeiro a z 
=) 
; dT = 
derivada —. O vetor T é de 


dt 
módulo unitário; apenas a sua 
direção muda de ponto a pon- 
to: no intervalo de tempo At, 





P'=P(t+A?) 





a variação em T é dada por 


Ei 
AT (fig. 44). Se traçarmos 
normais a P(t) e P(t+ Ai), 
estas normais se encontram p() 
num ponto C€ fazendo entre si 
um ângulo Ag. 


AT| = |T|sen 49 = |T| 20 

92 2 2 
isto é 

IAT| = 40 Fra. 41 
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Quando 
At>0, P(t + At) — P(t), AS—>ds e A9-dO 
ds = p(t)do, isto é do = os 
p(t) 


p = p(t) é o raio de curvatura da trajetória no ponto P. Como 


ma 
IT dT do 
|dT | = do segue-se que | e 


ou seja 


comi, 
l-God-l 
dt dt Pp Pp 


Este é o módulo de um vetor que tem a direção P - € (sempre 
dirigida para o centro de curvatura); podemos escrever: 


P-C=pN 


onde N é um vetor unitário (vetor normal a curva no ponto P). Com 
essa notação 


A componente de aceleração na direção normal à curva é, pois 
(fig. 45) 


AN midis SN o N 
p p 


Então 


——) 2 —. 
a=artav=a T+ N 
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Para uma trajetória retilínea (p — 00) 
=) 
an > O 
jar | = Up Gm 


Para um movimento com v e p constantes 


0 


v2 


ar 


aN = = const. 


mm 

A trajetória é uma circunferência com ay dirigida para o centro. À ex- 
pressão acima da aceleração vetorial pode ser usada para determinar 
o raio de curvatura; com efeito, multiplicando 


— — 


emo 
a =ar+awy 


= = = —- 
escalarmente e vetorialmente por v obtém-se (v é paralelo a T e normal a N) 





a = v. (ar + an) = var .'. ar = E 
= =, = - = Ed p?2 > = —) =p 
PEA d EA ar dh ans Manhosa ph (TAN =k) 
Tomando o módulo do produto vetorial 
(o A q) = a 
p 
Então 
v3 
pos e 
lv A al 
2d. Lançamento de projéteis. — Uma partícula é lançada de 


— =, 
um ponto P, definido pelo vetor ro, com velocidade inicial vo, num lugar 
onde o vetor aceleração da gravidade é g = constante. Pede-se: 
a) o vetor aceleração média num dado intervalo de tempo; 


b) os vetores velocidades média e instantânea; 
c) o vetor posição em função do tempo. 
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Mas, de 
do AP 2 nl aa 
v =vo+gt tiramos: & = o 
e então: 
> > > rua 
> +» v-u > v v 
Um vo + o Um = o 
dr 
P -— -— 
Cc) v = “dE dr = v dt 
ts ras t 
f dr -f vdt . r-ro= f (o + ud 
0 0 0 
> > > 2 
r-ro = vo t+ gt 
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EXEMPLO: Um projétil é lançado de um ponto de coordenadas (2, 3, 1) com velo- 
+ 


cidade vo = 3% + 45, num lugar onde o vetor aceleração da gravidade é g = “107 
(Sistema MKS). Pede-se (fig. 47): 


a) para um instante genérico t, os vetores: aceleração, velocidade e posição, 
em coordenadas cartesianas 

b) equação da trajetória 

c) as componentes intrínsecas da aceleração e o raió de curvatura no vértice 
da parábola 


Solução: 


e = er SED isa a” a = 

a) |g=-107|; v=votgi=3:+4;-10;t 
— = me 
0 =31% + (4- 1003 


= = -> gt? - — —» -+ = = 
r=r +vl to =21+3)+k+ (Gi + 49%- 583 
> -— > = 
[P-ermiraru mir] 
+ — 
dD) revi=rx=2+43 
=) — 
rj=y=3+4-52 
-+ — 
rek=2z =1 


Z=1 


Pra. 47 
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As equações do movimento são, então 


Tt=2+43 
v=3+ 4-5 
2 =1 

L-2 


Da primeira tiramos: t = 





3 
Levando este valor para a segunda, vem 


z-2 5 (1-2) 


3 9 


parei 
Ee 9 





v=3+4 


y = 5 (-522 + 32x — 17) 


que é a equação de uma parábola no plano z = 1. 
c) Calculemos o instante em que o projétil passa pelo vértice da parábola. 


vy = O no vértice da parábola, isto é, vy = ceu =4-10t =0 











dt 
ti = 0,4 
e A À 
v.g=-40 + 100 
ra e => 
, 0 ' J k —+ 
vAg=|4 410 0| = -30k 
0 -10 O 
e v = V9+4 16-80 + 1002 .º. v = 100 - 80 +25 
teremos então 
+ 
ar = — e para t=ti=0,4: 
pa 


v.gi = -40 + 100X04 = 0 


ar, = 0 | 





Teremos também 


e para t=ti =0,4 


- = mm e 
lv Agi[=30 e vw =V100X0,42-80X 04 + 25 


vi =3 m/s 
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Então an, = - an, = 10m/s2 = q | 
Raio de curvatura 
Ê já 
pi = Se 
Jur A g1i| 80 


PLS ao 


3. Velocidade e aceleração angular vetoriais 


Consideremos um ponto móvel girando em torno de um eixo fixo 


o 
caracterizado pelo vetor unitário K (fig. 48). A trajetória é uma circun- 
ferência situada em plano perpendicular ao eixo. Seja r o raio da cir- 
cunferência, O a origem do eixo e P a posição do ponto num instante t 
qualquer. 


3a. Velocidade no movimento circular 





> > ds => 
v=oUv T = “di E 
Como ds = rdg e 
md = A 
T = N A k, 
temos 
- de > = do > a. 
v=raã NAk = kAC(GnNN 
de a 
a O (velocidade angular escalar) 
do +» > i 
ET k = w (velocidade angular vetorial ou 


vetor velocidade angular) 


Fira. 48 


-—) 
O sentido de w é aquele em que um saca-rolhas avança quando des- 
creve a circunferência (fig. 49). 


S Temos ainda que 
+N = P- C = 


Rd 
; 

— > —s, 0 

/ v = wvkA(-[N) =wAar 


Mas (P-0) =(C-0)+4+(P-O>(P-CO)=(P-0)-(C-0) 


Tia. 49 
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Substituindo, temos 


» =vAIP-0)-(C-0)] = vA(C-0) + wv A(P-0) 
0 —— (vetores de mesma direção) 


— — 
q 


v A(P-O) = o A (P- C) = 


=) 
r 


A 


O é um ponto qualquer do eixo de rotação 


Se a trajetória não for circular mas uma curva qualquer, a mesma 


fórmula é válida; neste caso w é função do ponto e r é o raio de curva- 
tura no instante dado. 
3b. Aceleração no movimento circular. — Define-se como 
aceleração angular vetorial e representa-se por a a grandeza 
= -> 
-> do , > -> dk 
auto uu Suba E+a dk 


=, 
Como no caso considerado o eixo é fixo, temos k = const.; conse- 
= | 


quentemente — — E = (0,e 


—- dy 


= =p 
a=-— k=ak onde da. = a (aceleração angular escalar) 


d 


cp e, 
Se a > 0, « e k têm o mesmo sentido e mesma direção e, se 


dw => —) À , 
< 0, a ek têm sentidos opostos mas a mesma direção. 


dt 


Calculemos agora a aceleração vetorial 


Es É d 
à = Dad wA(P-0)] = AD 
> do 2,5) dr 
qa=aNATrtoA 

Como 0 


E € | dr dP-0) dC-O 
r=(P-C)=(P-0)-(C-0) .º. dE (Cc ) 


(pois o vetor (C- 0) é const.) 





+ 
a 
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> +00 o >.so >05> 5 

Logo: | a =a«asrr+wav |; comov=wATr, temos 
— -—+ - > — — 
a=arr+owoaA(waAr) 

















> 0 —+ Ê 
« Ar = ar (componente tangencial da aceleração). 
— —, -— > —+ 
lar| = |a|.|r|.sen90º lar =|al.r| ou lar=ar 
> 0 — 
w Av = an (componente normal da aceleração) 
- -— > -— > — 
lan] = |w|. |v]|]. sen90º lan! = |wl.|v|| ou GN = wv 
e como v = wr, temos 
v2 
GN = wl = Ea = wêr 








EXERCÍCIOS 


1. A equação da trajetória descrita por um ponto material é y? = 47 (1>20,y2> 0). 
No instante t = 0, o móvel passa pela origem das coordenadas. A projeção do mo- 
vimento sobre o eixo dos x é um movimento uniformemente acelerado, com acelera- 


ção 8m/s2. Determinar (fig. 50): 





a) a velocidade do móvel ao passar pela origem 
b) o instante em que o vetor velocidade faz 30º com o eixo dos £ 


c) as componentes intrínsecas do vetor aceleração e o raio de. curvatura da tra- 
jJetória no instante t = 3s 
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Solução 
a) dao 
y2 =4.442 .º. y=4 
e gi a) = 42 
2 
e = 412 
qi /dé 
— — = — 
P-0=zi+yj=41+4 43 
= 
dt 
-+> - 
Para [om O st: vo = 4) 
b) 
V3 4 1 
mg ==>» 
4 
) Nye t= E 
23 
À 
Vy = 81 = 
E 51 E p= N3 
G. . : 2 
c) Sabemos que 
= = 
v = uvT 
= = = 
.e a=aT+aN 
+ > 
> — . jv.a| 
v.ga=v.ap .'. Gp 
A é 
- — -— 
e vAa=v.an.k ay = ltÃo] 
Donde v3 
po me 
ju A al 


Aplicando ao caso, vem 
-— > = > > 
v= 81144) e a=êB81 

=) 

G 64 


el 


el) 
e, 


- e 
“= S(-4k) = -32k 


oo qo el l 
Oo msj * 
Sox) 








+ 0 > 
jvuna| =32 
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psp e no instante ti = 3 vem 


V 642 + 16 
7 ENT RE e | ar = 7,9m/s? 
4 UT ace | ax = 18mjo? | 
A 


2. Em relação a um referencial cartesiano ortogonal o raio vetor de um ponto material 
é dado pela equação: 











» 
h 


E» Eq = 
r = R(coswt 1 + sen wtl 3) 
onde R e w são constantes. Determinar: 


a) a equação da trajetória 


b) o vetor velocidade v e demonstrar que , é perpendicular a 7 num dado ins- 
tante 


= 
c) a aceleração vetorial a e demonstrar que ela é dirigida para a origem do re- 
ferencial 


Respostas: 


a) Uma circunferência 
a > > 55 
bd) v = wR(-senwt ?+coswlj); v.r = O 
Ed -— > Do 
c) a = w2R(-coswt i- senwl j); Ar = O 
3. Um avião encontra-se a certa altura quando inicia a operação de aterrissagem. Sus 


posição em relação à cabina de rádio do aeroporto, durante toda a operação, é dada 
pela expressão vetorial: 


P- O = 900 coszt e 900 sen mt j + (600 - 40)k 
=, 
com k vertical e para cima (fig. 52). (Sistema MKS.) 





Fio. 52 
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Determinar para o instante t = 1s 
a) a altura e a distância do avião 
b) a velocidade e a aceleração 

c) o raio de curvatura 


Solução: 


Para t = 1 (o índice representa 1 segundo) 


a) Z1 900 cos mr = -900m 
yi 900 sen 7 = O 
27 = 600- 40 X 1 = 560m 











di = |[P,;-0| = 9002 + 5602 e | di = 704m | 
Bd dP a Es EA 
b) v = o E -9007 sen rti + 900r cos tj — 40k 
—+ > - 
vi = -90077-40 k | 
—+ 
> dv E Bá 
Ge = -90072 cos mt 1 — 9007? sen mtj 
—, 
a = 900721 
v 
e) pie == 
|jvi A a | 
-, 
[vi | = 900272 + 402 o vi = 900m/s 
> . a 
É : 10 A s 
vi Aa =|-0 -900m -40 | = 90072 (-407 + 9007 k) 
900r 2 0 0 








for Aa | = 90072 X 9007 = 900273 


900373 | = 900m | 
is pi = 900m | 


4. A fig. 53 representa uma escada de comprimento xy = | = 2m, com seu pé escor- 
regando com a velocidade constante v; = 2m/s. Esse movimento se inicia quando 
a escada está na vertical e termina quando ela fica horizontal. 
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Vx —e 
Fia. 53 
Pede-se: 


a) a velocidade v, do ponto de ordenada y no instante em que 6 = 60º 
b) a trajetória descrita pelo ponto médio M da escada 


Solução: 


a) Pelo teorema de Pitágoras 


P=y +42 
Diferenciando vem 

dy dz 
O = 2ydy + 217 dz a Re 
"eYV.dy=T.vz ct. vy =-cotg 0.07 


Em módulo: v, = cotg 600.2 = Vê x 2 


b) Sejam zm € Ym as coordenadas do ponto M. 


Temos 


[2 Na 
mm = (a) -10. [entao ] 


que é a equação de uma circunferência de centro em O e raio 1 metro. 


5. No problema anterior, qual deveria ser a função vz(t) para que o movimento de M 
fosse uniforme com velocidade Im/s? 


Solução (fig. 54): 
Ao longo da trajetória circular do ponto M 
8 28 Zom .t 


q=-— = 


BC TO TTI 


; 8 
pois, se o movimento de M for uniforme, vm = 7 
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e 
2 


z 
Mas ae sen « 
z = sen dm 
va(t) = E = dim, cos dm 1 
va(t) = 2Qum cos dm, «L 





ou | vz) = 2 cost | 


6. A fig. 55 representa duas roldanas coaxiais de raio R; = 0,10m e Rs = 0,05m 


e uma 3.º roldana de raio R = 0,20m. O corpo P, partindo do repouso, desce 
com aceleração constante ap = 5m/s?2. 


Calcular a velocidade angular do disco de raio R num instante genérico t, 
sabendo-se que não há deslizamento entre as roldanas. 

Solução: 

A aceleração angular das roldanas 
coaxiais é 


= cer = — 100rd/s? 


Então 
a1=a,3 - Ri =100X0,10= 10m/s? 
Mas 


a;=a (não há deslizamento). 





Então 
= 2 E ER 10 
a 10m/s? .'. a R 0,20 
*. = 50rd/s2 
Mas 
a= Se. do = 50d. o = 50 | 


. É dada uma partícula M em movimento curvilíneo e uniformemente acelerado. 
A componente tangencial de sua aceleração é 2m/s2. Consideremos dois instantes 
ti e ta para os quais as velocidades escalares e as abscissas curvilíneas são respec- 
tivamente vi, 81 e vz, sz. Calcular vz em função de v1, 81 e 82. 


Resposta: 
v3 = NV v? + 4(s2-81) 
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8. Um ponto P tem por trajetória a semiparábola positiva de equação y? = 8z, 


e obedece à lei do movimento x = 2t2 (x em cm e t em s). Determinar as com- 


ponentes intrínsecas da aceleração no instante t = 2 (25. 
Resposta: 


ar 





cm/s? 


sv2 
3 


QN : cm/s? 


9. A fig. 56 representa o perfil de um terreno e um ponto O onde está instalado um 
canhão que atira projéteis com a velocidade de 304,8m/s. Calcular a grandeza z 
do maior segmento que está livre do bombardeio. (g = 9,8m/s?) 


Resposta: 100m 


— — — — «o ado 
3 

DS 
N 


Fira. 56 


10. De um ponto O situado no pé de uma rampa plana, que faz com a horizontal um 


* ângulo 6 = 60º, deve-se lançar uma pedra, imprimindo-lhe uma velocidade inicial 
vo. Pede-se: calcular que ângulo a à velocidade inicial da pedra deve formar com 
a horizontal a fim de que seja máximo o seu alcance sobre a rampa (fig. 57). 





Resposta: 


HI 


DINÂMICA DO PONTO 





Chama-se de Dinâmica do ponto material a teoria que Galileu e 
Newton formularam para relacionar as forças e o movimento; esta teoria 
que se chama às vezes de Dinâmica Newtoniana constitui uma das mais 
poderosas armas de investigações da natureza que já foi inventada. 


Baseia-se em certos postulados razoáveis (Leis de Newton) e teve 
um êxito espetacular na explicação dos movimentos dos planetas, dos 
corpos sobre a superfície da Terra e das próprias moléculas. É difícil 
encontrar outra teoria, em Física, cujo campo de validade seja tão ex- 
tenso, e seus resultados influenciaram todo o desenvolvimento da Física 
a partir do século XVIII. 


1. 4 lei da inércia 


Todo corpo continua no seu estado de repouso ou de movimento relilineo 
uniforme, a menos que forças atuem sobre ele (Lei da Inércia ou Princípio 
da Inércia, Lei de Galileu ou Primeira Lei de Newton). Em outras 
palavras, o movimento de um corpo, no qual não atuam forças, não é 
acelerado. 


Há duas informações contidas nesta lei: 


A primeira é a definição qualitativa de força que já discutimos: a 
força é a causa do movimento e a sua presença é necessária para alterar 
o estado de movimento do corpo. 


A segunda informação é a de que o repouso (v = 0) e o movimento 


. . —, . . . . 
retilíneo uniforme (v = constante) são dois estados inteiramente equi- 
valentes para os pontos materiais. 


É difícil realizar experiências nas quais as forças sejam todas elimi- 
nadas; esta é uma idealização muito grande e foi preciso um gênio como 
Galileu para partir de experiências relativamente grosseiras e perceber 
que a lei acima é verdadeira. 


É possível, por exemplo, que mesmo eliminando todas as forças 
conhecidas (como atrito, forças elétricas, gravitacionais da Terra, Lua, 
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Sol e outros planetas) ainda permaneçam forças devidas às estrelas; é 
claro que as estrelas estão afastadas e que as forças que criam são fracas, 
mas há tantas estrelas no universo todo (muitos bilhões) que esta idéia 
não pode ser totalmente desprezada. 


Da lei da inércia decorre (em uma dimensão) que 


z = constante = vo 
Ou 
x =0 


ou, ainda, x = x9 + vt, que é à equação horária do movimento de um 
ponto material sobre o qual não atuam forças. E claro que estas equações 
se referem a coordenadas medidas em um dado sistema de referência 
(tendo O como origem ) (fig. 58). 


O P 
EE e ra 
X 


Tia. 58 


Podemos, porém, introduzir um outro sistema de coordenadas que se 
movimenta para a direita com velocidade vo; neste sistema o ponto está 
sempre em repouso 

z=0 


Isto, porém, não altera a aceleração, que continua, como antes, a ser 
nula; % = O. Estes dois sistemas (do ponto de vista da le; da inércia) 
são equivalentes; eles se dizem sistemas inerciais(*). 


(*) Sistemas incrciais em duas dimensões 


Consideremos, agora, um movimento no plano e usemos um sistema de coordenadas fixo para des- 
crevê-lo (x, y). Se usarmos, agora, um outro sistema (X, Y) que tem um movimento de translação uniforme 
em relação no primeiro, podemos relacionar suas coordenadas com as do primeiro (fig. 59). 


No novo sistema, o eixo 7 está-se deslocando para cima com velocidade uniforme y e o eixo dos y 
está-se movimentando para a direita com velocidade Zo. 


Num instante t dado Y 
X Tz + Zot 
Y v + vol 


| 


Neste novo sistema a 
velocidade é 





X =7+t% 
Y=y+% SISTEMA 
E ; ORIGINAL 
(onde Zo e yo São cons- 
tantes) e a aceleração SISTEMA EM 
E MOVIMENTO .. 
E ” DE TRANSLAÇÃO 
= y 


Fio. 59 


A aceleração é a mesma nos dois sistemas; os dois sistemas são incrciais, 
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Há dois tipos de argumentos que Galileu usou para estabelecer sua 
validade; os dois se referem ao movimento de esferas em planos incli- 
nados(*). 


I. Galileu observou primeiro que uma esfera que sobe e desce ao 
longo de um plano inclinado tem um movimento acelerado (fig. 60). 
A esfera que desce se acelera e a que sobe se retarda. É evidente, pois, 
que a inclinação do plano determina a aceleração da esfera. Conside- 
remos, agora, um plano horizontal: como não há uma inclinação, não 
há nenhuma razão para haver uma aceleração e o corpo permanece no 
seu estado inicial; se estiver parado continua parado e se estiver movi- 
mentando-se (forçosamente em movimento uniforme porque o plano é 
horizontal) continua com este movimento. 


| 








| VELOCIDADE NÃO MUDA 


Fira. 60 


II. Numa segunda experiência, Galileu observou que colocando 
dois planos inclinados de um mesmo ângulo, um diante do outro, se uma 
esfera descesse de um deles, acabaria subindo no outro quase até a altura 
inicial (fig. 61). 


POSIÇÃO INICIAL POSIÇÃO FINAL 





Fia. 61 


(*) Não é evidente que Galileu tenha feito de fato estas experiências ou que simplesmente tenha pen- 
sado nelas como uma idealização de fatos que ocorrem. possível que as experiências que descrevemos 
tenham sido, realmente, pára Galileu '“'Gedanke Experimente" (experiências no pensamento). 
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Esta altura seria sempre atingida mesmo que o segundo plano fosse 
inclinado de um ângulo menor que o primeiro, apesar de o caminho per- 
corrido neste caso ser maior. Finalmente, se o segundo plano não fosse 
mais inclinado, mas horizontal, o corpo continuaria a se movimentar, 
indefinidamente, em movimento uniforme. 


Na realidade, em ambas as experiências existe atrito, o que impede 
que os fatos aconteçam como descrevemos; qualquer corpo por mais 
liso e polido que seja acaba parando ao se movimentar numa superfície 
horizontal. No exemplo dos dois planos inclinados de ângulos iguais, a 
esfera não sobe exatamente até a altura prevista, mas um pouco menos. 
O que é impressionante, porém, é que Galileu percebeu que, se diminuísse 
o atrito, cada vez mais o movimento seria aquele determinado pela lei 
da inércia. Esta foi uma generalização de grande alcance. 


2. Sistemas inerciais 


Os sistemas de referências inerciais, por definição, conservam a forma 
da Jei da inércia; diz-se que a lei da inércia é invariante (ou covariante) 
com respeito às transformações consideradas(*). Há, porém, outras 
transformações que mudam a forma das leis; se quisermos, pois, con- 
servar a forma destas leis, devemos usar sistemas de referência inerciais. 


A generalização desta exigência para todas as leis físicas é chamada 
Princípio da Relatividade. O princípio de que todos os sistemas inerciais 


são equivalentes para a descrição da natureza é chamado de Princípio 
da Relatividade. 


Diz-se que uma lei é conservada (isto é, que é invariante), quando 
ao se mudar o sistema de coordenadas (por transformações inerciais) o 
fenômeno físico que ela representa permanece o mesmo nos dois sistemas 
(não há nenhuma maneira de distingui-los). Por exemplo, se estivermos 
dentro de um navio que se movimenta com velocidade uniforme (sem 
balançar) e se nos fecharmos numa cabina de modo que não se possa ver o 
exterior, não é possível dizer se estamos parados ou em movimento. O 
mesmo acontece se estivermos fechados num elevador que se movimenta 
com velocidade uniforme sem atrito. Em outras palavras, as leis da Física 
devem ser as mesmas no navio em movimento ou em terra firme; se um 
corpo cair ao longo de um plano inclinado, as leis da queda devem ser 
as mesmas no navio ou em terra firme. Seria um mundo peculiar aquele 


(*) A transformação do tipo 

= z, + ovo 
= y 

z 

t 


Nx 
| 


(onde escrevemos T = t para indicar que o tempo é medido da mesma forma nos dois sistemas de eixos) 
diz-se uma transformação de Galileu. 
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em que isso não acontecesse. O fato de os sistemas inerciais serem todos 
equivalentes para a descrição do movimento quer dizer, no fundo, que 
não existem sistemas privilegiados na natureza. Este é o Princípio da 
Relatividade da Física Clássica. 


3. Sistemas não-inerciais 


Em outros sistemas de referência (não-inerciais) à lei de inércia tem 
uma forma mais complicada. Consideremos um carrinho que percorre, 
com movimento retilíneo uniforme, os trilhos da fig. 62. Um cstilete é 
fixo no carro e toca levemente um disco que tem o seu centro no meio 
dos trilhos e que pode girar com velocidade uniforme. À medida que o 


q 


TT 
Ce > 
Vs NT = DS. 
[ , 


Fra. 62 


carrinho anda, o estilete vai marcando as posições do carrinho; se o disco 
estiver parado, a trajetória é uma reta (fig. 63-a); se o disco começar a 
girar, a trajetória marcada no disco começa a ficar curva e, se a velocidade 
aumentar, toma uma das formas indicadas nas figs. 63-b, 63-c, 63-d. 


Para obter estas equações é necessário lembrar que x = y = 0, pois 
o movimento do carro é uniforme. 


Vê-se, pois, que neste sistema as segundas derivadas não se anulam 
e, evidentemente, o movimento não é uniforme. 


O sistema de referência baseado no disco girante não é inercial. 


O problema que temos aqui é o de descrever o movimento num sis- 
tema inercial caracterizado pelas coordenadas xy e num sistema girante, 
não inercial, caracterizado pelas coordenadas XY (fig. 64). 


A relação entre essas coordenadás é, como vimos anteriormente 


X = tz coswl + y sen ql 
Y =-zsenwt + ycosuwtl 
0 = wl 


w é à velocidade de rotação do sistema girante. 
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Fira. 03 






p 
pb a ra a a q xy - sistema inercial 
XY - sistema girante 


- 
- 
- 
- 
-—- 
- 
«-s 
Ea 
, 
aid 
- 


Fira. 64 
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Chamaremos as grandezas cinemáticas referidas ao sistema inercial 


. . -— 5 — 
de absolutas, isto é, velocidade absoluta vaps e aceleração absoluta daps- 
Às grandezas referidas ao sistema girante chamaremos de relativas, isto 


= =, 
é, Vrel e Grel- 


Podemos agora calcular a velocidade e aceleração no sistema girante 
a partir das relações que ligam as coordenadas relativas XY às coorde- 
nadas absolutas 2xy. 


Para à velocidade tem-se 


X = &coswl - vz sen ut + y sen wt + wy cos wt 
Y =-& senwl — wz cos wi + Yy cos wt — wy sen wi 
ou 
X = wY + i coswl + y sen wtl 
Y =-wvX - & senwt + y cos wl 


Para a aceleração tem-se 


X w2X+ 2 4 
Y = wlY — 2 0X 


da. Velocidade absoluta. — As componentes da velocidade re- 
lativas num sistema girante são como vimos 


X =wY +icoswl + Y senuwt 
V=-oX- isenwt +) cosut 


Compondo vetorialmente tem-se 


me, — .— —» —p —» —+ 
dr = XI + YJ =w(VI-XJ) + é cos ot] + y sen ct], 
- & senwtJ + y cos wtJ 


—» — 
I coswt - J sen wl 


o, 
I 


e — —) 
j= I senwt + J coswt 


=» =» o RR o si 
dri = (Lit yIJ)+ YI-XJ) 


Mas se R=xI + YyJ tem-se 


el 


—» os =, -— 
AR =oKAR =w = —w(YI- XJ) 


on] 


mm) 
J 
0 
Y 


De O a] 
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Portanto 
— — — —» 


Vrel 2 Vabs Tv AR 


cp és E es 
vabs = Vrl + wv AR 


<=) =» E 5 > 
w A R se denomina às vezes velocidade de arrastamento, vVarrast- 


3b. Aceleração absoluta. — As componentes da aceleração re- 
lativas de um ponto com ass = O, num sistema girante, são 


X = w3X +2 wY 
Y=wY-20wX 
Compondo vetorialmente tem-se 
= > . -— .— = = 
Ga=XI+4+Y] =wlXIA+A+2Z0wYI+ ow? YJ-2ZwXJ 
Mas 








= e =) 
I = icoswl + jsenwtl 
— -—> = 
J=-1senwl + 3 coswl 
Ea E» -—> .— = 
R=XI+Y va=X + YW 
Então 
E» ==» > 
Ga = w2R + 20(YI-XJ) 
a o 
e Ná — o I J K | SE Sá tndo 
vw Abvrea= wvkK Ala=w |0 O 1/=—o(YI-XJ) 
XxX Y 0 
e vem — 
y ia Acel ão 
celeraçã 
Gel = w2R - 29 A Vai Ss Coriolis 
2WA va 





= 

O termo w'R (pro- 
porcional ao raio vetor) 
é denominado aceleração 
centrífuga ou de arrasta- =wk 


— o 
mento, e o termo -2w A Yrel 
(proporcional à derivada 


mp 
do raio vetor R), acele- 
ração de Coriolis ou com- 
plementar (fig. 65). l=1 Fio. 65 
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me, . 
Se aabs for diferente de zero 


-—», -—, —+, = > 

Grel = Gabs + w2 R - 2w A Vrel 

—, — —» Es a 

Gabs = rel Ea w2R + 2w A Vrel 
aceleração aceleração 
centripeta de Coriolis 
ou de arras- ou comple- 
tamento mentar 


ExEMPLO 1: A figura 66 mostra um disco horizontal girando com w constante 
e solidário a ele o referencial XOY. A figura mostra também o referencial absoluto x0y. 
Uma partícula é lançada de um ponto P;, com velocidade absoluta da = 0,4% e desliza 
sem atrito sobre o disco. Sabe-se que a duração da travessia é de 10s e que nesse in- 
tervalo de tempo o disco executa uma volta completa. 





Fia. 66 


Pede-se: 


a) os vetores velocidade e aceleração da partícula em relação ao disco 

b) escrever as equações X =fi(t)e Y = Jfa(t) 

c) calcular os valores de X e de Y nos instantes 0,0, 1,0, 2,0, 2,5, 5,0, 7,5, 8,0, 9,0, 10,0 
segundos e representar a trajetória vista pelo observador solidário ao disco 


Solução: 


No instante t= O os referenciais coincidem e a partícula inicia a travessia 
(fig. 67). 


PARTE q 
Velocidade relativa 


-+ —> > — 
w 


-> —» 
= Urelt Varrast onde vVarrset = wAR 


e 
a 
| 


No caso 
=p es = 
wW 


na à > 
va = 0,41; e AR =wvkAaAZzi =wrJI 
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Então: 
Ea Ná Ed + gia ig 
0,44 = vat vz) .'. v=0,4 -wz] 
Sendo D o diâmetro do disco, podemos escrever 


D = 04 X 10 = 4m 
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Com relação a x é válida a equação 
z=tT0 + 04 


onde zo é calculado sabendo-se que para t = 0, x = - 2 (ponto 4). 
Então 

-2=7 +04X0 .*. zo = -2 
Portanto 


t=-2+4 0,4 


Levando esse valor de z e notando que w = a = o vem 


— mp 
drel= 0,41 — = (-2 + 0,403 


EPs Eno a DER E | 
Kesta-nos transformar os vetores i e j para 1 e J. Sabemos que 


é o. dad 
1 =cC gtI-sen td 
já — 
ar A, ar ,x 
9 = sen tI+cos c td 
Então 
-> 
vrel)= 0,4 (cos =e- sen =eJ -S (2 + 0,49) 


so q, 5 
(sen TtT + cos 217) 
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Portanto 


a 
Vrel = [0,4 cos 2! + (2- 0,48) E sen | 1+ [-04 sen = t + 





+ (2- 0,4) = 008 E 3 





Aceleração relativa. 


- - - + 
Gabs = Greg + Garrast É Gcompl 
onde 


- +00 — 
Garrast = +oA(oAR) e ss = 2w A Ure 


=) 
No caso abs = O 
o -— — > -+ 
wA(wv AR) =vkA(wkAZ?) = -wlzxi 
ad => = x xr xr -— 
2 A brel= 20 A | 0,4 c08 zº + (2- 0,4t) = sen = | I+ 
+ [504 sen Tt + (2- 0,4t) — Ecs Tt |T- 
= [08 E “08 cos + (2-0,4) 2 e cent) T+ 


+ [08 = Gen cl -— (2- 04) 277008 Tt] T I 


Então 
2 
arg= w2 2 i- [0 = cos St + (2- 0,41) 2 o sen Tt | = 
mato 

- [08 = sen St -(2- 0,41) 2 = cos E =] I 
+ x? x. > x x 
Grel="5E (-2 + 0,4%) (cos 5! I - sen =7) — [0,8 5 cos + 

x? x é x x 

+ (2 — 0,4%) 2 To sen Tt] J —- [0,8 5 sen Te - (2 — 0,4%) 


x —, 
cos Tt |T 


—, 2 2 
Grel=| 55 (2 — 0,4t) cos a - 0,8 = sen Et | TE o (2 — 0,41) 








x x x — 
sen 5! + 0,8 = cos Tt | J 
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ParTE b — Da figura 67 tiramos 


(-2 + 0,41) cos =t 


X = £ cos wl 5 


Y = -z sen wt 


(2 - 0,4!) sen s! 





PARTE c (fig. 68) 


tt =0 e 
Rr Y=0 


da = 1,0 (1 = -1,6 cos 36º = -1,6xX0,81=-1,3 
Y = +k6 sen 36º = +1,6 X 0,59 = 0,94 
is = 20 (5 = -1,2 cos 72º = -1,2X 0,31 = -0,37 
Y = +1,2 sen 72º = 1,2xX0,95= 1,14 


e“ 
I 


X = - cos = 0,0 
= 2,5 


Y = + sen = 1,0 


| 
h 
+ 
ê 
|3 
h 


t = 50 o Ro 
-=504y. 
X o 0,0 
Y=-sen— = 140 
2 
= o 1,2 cos 288º = 1,2 cos 72º = +0,37 
CC ly=-1,2sen 288º = 1,26sen 72º = 41,14 
É Ed E -+-1,6 cos 324º = 1,6 cos 36º = +1,3 
ly = -1,6sen 324º = 1,66sen36º = +0,94 
X=g2 
= 10,0 ( 
Y=0 


Fra. 63 
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ExEempLo 2: Um ponto se movimenta num plano de tal forma que suas equações 
de movimento em relação a um sistema ortogonal de eixos são 
z = sent 
y = sen 2 


(As unidades são tais que t em segundos é dado pelo mesmo número em graus, nestas 
equações: t = às significa t = 5º) 

Se o movimento for observado de um outro sistema ortogonal XY de eixos 
paralelos aos primeiros mas que se movimenta com uma velocidade de translação uni- 
forme de 2m/s (para direita) em relação ao primeiro na direção x, pede-se 


a) as novas equações de movimento 
b) o gráfico do movimento no novo sistema 
c) comparar as acelerações do ponto nos 2 sistemas. 


No instante t = O as origens dos 2 sistemas coincidem. 


Solução: 
No sistema zy o gráfico do movimento é o seguinte (fig. 69) 





t é medido em graus 
neste gráfico 





-4 
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O novo sistema de referência se desloca para a direita com velocidade de 2m/s 
(fig. 70). 
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Então x=X+vu.tl 
e =Y 
Donde X=t-vd 
Y=v 


a) As novas equações de movimento são, pois 


X = sen t-2t 
Y =sen 2 
b) O gráfico do movimento no sistema XY é (fig. 71) 





t é medido em segundos neste gráfico 


Fira. 71 
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X =0 . (X = 0,87 .[(X=-24 
t =0 | =D (= 
Y=0 4 ly =1 2Y=o0 
(= — t=r = — 
4 ly = Y = 2 ly=i 
ar [X = 10,42 ix ( X = 11,70 X = -12,56 
ta — = — t = 27 
2 ly=0 4 - —1 Y=0 


c) As acelerações no sistema Zy são 


T = -sen t 

y = -4 sen 2t 
no sistema XY 

X = -sent 

Y = 4 sen 2 


ExempLo 3: Um ponto P realiza um movimento retilíneo e uniforme de velo- 
cidade v numa direção paralela ao eixo dos z, num sistema Zoy (fig. 72). 


Este movimento é observado de um referencial XOY que executa um movimento 
harmônico simples em torno do eixo dos y com direção paralela a z; no instante t = O 
os 2 referenciais coincidem; neste instante o ponto P se encontra no eixo dos y. 


Qual é a aceleração de P no sistema XOY? 





Mecânica do ponto 105 


4. A lei fundamental da Dinâmica 
(Segunda lei de Newton) 


Vejamos, agora, de uma maneira quantitativa, qual o papel da força 
no movimento: sabendo-se que a força é a causa do movimento e que sua 
presença é indispensável para modificar a velocidade dos corpos. (Se o 
corpo estiver parado, a aplicação de uma força o põe em movimento; se 
o corpo se estiver movimentando, uma força é necessária para modificar 
a velocidade.) 


A segunda lei de Newton dá uma resposta precisa ao problema de 
saber qual a força necessária para produzir um determinado movimento. 
Em linguagem moderna, a segunda lei de Newton diz que: 


À variação com o tempo da quantidade de movimento (isto é, a derivada 
da quantidade de movimento) é proporcional à força aplicada e tem a direção 
desta força. 


A quantidade de movimento é definida como p = mv», produto da 
massa pela velocidade e parece intuitivo, de fato, pensar que o movi- 
mento de um ponto material é determinado conjuntamente pela massa 
e velocidade. 


Para Newton, esta equação não é uma definição de força (que 
poderia ser definida, então, como o produto da massa inercial pela ace- 
leração). 


Força, para Newton, é um conceito intuitivo, análogo, em última 
análise, ao esforço muscular. É claro, porém, que se pode usar a equa- 
ção acima para medir as forças. Se tivermos uma unidade de massa e de 
aceleração, podemos adotar como unidade de força aquela que dá ao 
corpo de massa unitária a aceleração unitária(*). 


O conceito de força goza de um papel central na Física e a equação 
acima deve ser interpretada dentro desse conceito: conhecida a força, a 
equação determina a aceleração. O papel do físico é, pois, o de descobrir 


(*) Unidade de massa (quilograma) — Massa de um protótipo em platina iridiada que foi aprovada 
pela Conferência Geral de Pesos e Medidas, reunida em Paris em 1889, e que está depositado no pavilhão 
Breteuil, em Sêvres (Paris). 


Unidade de aceleração (m/s?) — Aceleração de um corpo animado de um movimento uniformemente 
acelerado cuja velocidade varia em 1 segundo de 1 metro por segundo. 


Unidade de força (newton) — Força que comunica a um corpo com massa de lkg uma aceleração 
de 1 metro por segundo, em cada segundo (dina = 10-! newton). 
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quais são as forças que existem na natureza, pois uma vez conhecidas, o 
problema se reduz a um problema de Matemática: procurar a solução da 
equação fundamental da Dinâmica. 


5. Forças 


A maioria dos fenômenos que conhecemos indicam que existem na 
natureza três tipos de forças diferentes e que não podem ser reduzidas 
umas às outras: 


a) Forças gravitacionais que existem entre os corpos, devido ao fato 
de possuírem massa; 


b) Forças eletromagnéticas que existem devido à existência da carga 
elétrica; 


c) Forças nucleares que existem entre as partículas quando elas 
são separadas por distâncias menores que, aproximadamente, 
10-!ºcm. Existem dois tipos de forças nucleares, “fortes” e 
“fracas”. 


As forças de contato (fricção, osmose, capilaridade, tensão superficial, 
forças químicas, etc.) são realmente de caráter eletromagnético (forças 
entre as moléculas) e representam a soma total de um número enorme 
de interações entre moléculas que estão muito próximas. 


É impossível, no estado atual da Física, dizer por que estas forças 
existem e contentamo-nos em descrever os movimentos em função delas. 
possível que elas não sejam completamente independentes, mas a liga- 
ção entre elas não foi estabelecida de maneira satisfatória ainda. Este é 
um ponto muito importante para o desenvolvimento da Física: se desco- 
bríssemos por que um corpo tem uma carga elétrica, uma nova avenida 
para o progresso se abriria. Foi o que ocorreu com as idéias de Aristóteles 
sobre o movimento. 


Historicamente, a concepção de Aristóteles de que o movimento dos 
corpos celestes era diferente do movimento dos corpos na Terra impediu 
o desenvolvimento da Dinâmica. Foi a concepção de Newton, de que as 
mesmas leis (leis de Newton) são adequadas para descrever todos os movi- 
mentos, que permitiu o desenvolvimento da Mecânica. 


da. Forças gravitacionais. — A força de atração gravitacional 
entre 2 corpos é um fenômeno universal. Ela é sempre atrativa e 


e depende da velocidade das partículas ou da presença de outras partí- 
culas. 


Mecânica do ponto 107 


A lei da atração gravitacional (a que estas forças obedecem) estabelece 


que a força Fj;> com que uma partícula (1) de massa mm atrai outra par- 
tícula (2) de massa m> é proporcional ao produto de suas massas € inversa- 
mente proporcional ao quadrado da sua separação, 112, e dirigida segundo 
à linha que une as duas partículas 


-, 
=» Ninia "12 


Fiz =-G 








nã "iz 
G é uma constante universal (G = 6,67 X 10-11 newtons X metro?/kg?). 
A razão do sinal negativo é discutida abaixo. 


5b. Forças elétricas. — São exercidas pelos corpos eletrizados 
(forças atrativas ou repulsivas). A lei de força foi descoberta por Coulomb 
e estabelece que uma partícula carregada, em repouso, atrai ou repele 
outra partícula carregada, em repouso, com uma força dirigida segundo 
a linha que liga as duas partículas, proporcional ao valor das cargas e 
inversamente proporcional ao quadrado da distância que as separa 


-—, 
Sp 
qq2 Ts 1 
Fi = k US ;K=g 
T19 T12 7 eq 








onde 


e (coulomb)2 
E AS ss a 
o 80178, 260 (newton) X (metro)? 

Esta lei tem uma estrutura idêntica à da atração gravitacional. Exis- 
tem, porém, cargas elétricas de dois tipos (positivas e negativas) que se 
repelem se forem do mesmo tipo e se atraem se forem de tipo diferente, 
ao passo que existe apenas um tipo de massa gravitacional. 


À lei de Coulomb se superpõe à força gravitacional que está sempre 
presente. 


Cargas elétricas em movimento, isto é, correntes elétricas, exercem 
forças adicionais em outras cargas em movimento (ou correntes). Estas 
são chamadas forças “magnéticas” e dependem da velocidade das partíf- 
culas. Elas são forças defletoras, agindo sempre numa direção que faz 
um ângulo reto com a direção do movimento das cargas. 


5c. Forças nucleares. — São as forças que atuam entre os cons- 
tituintes do núcleo. É evidente que estas forças devem existir, pois ha- 
vendo prótons no núcleo, a repulsão coulombiana é tão grande que os 
núcleos seriam instáveis caso fossem elas as únicas forças presentes. Con- 
trariamente às forças gravitacionais e elétricas que diminuem com a 


108 Fisica geral e experimental 


distância segundo a lei + (forças de “longo alcance”), as forças nu- 


cleares têm um alcance limitado e cessam bruscamente de existir além 
desta distância (= 10-!3cm para prótons e nêutrons) (fig. 73); elas são, 
também, forças que podem depender de outros parâmetros além da dis- 
tância. Outra característica que possuem é a de saturação (como a valên- 
cia de elementos químicos); forças nucleares são muito diferentes de 
forças gravitacionais ou elétricas. 


Tem-se uma idéia da importância dos três tipos de forças que dis- 
cutimos se compararmos as forças que atuam entre dois prótons situados 
a uma distância de 10-13cem. 


FORÇA FOR£A FORÇA 
GRAVITACIONAL ELETRICA NUCLEAR 
FP mesmo sinal que F F F 
E força repulsiva, 
r r r 


= - 
F sinal oposto a 7: 


força atrativa, 


Fio. 73 


TIPO DE INTERAÇÃO FORÇA (APROXIMADA) TIPO DE FORÇA 


Gravitacional 2 X 10-34 newtons atrativa 
Coulombiana 2 X 10? newtons repulsiva 
Nuclear 2 x 10º newtons atrativa 





As forças elétricas dão origem à maioria das interações físicas, quí- 
micas e fisiológicas de importância prática. A média sobre um grande 
número de átomos (ou moléculas) das interações elétricas e magnéticas 
dá origem às forças de contato do tipo de viscosidade, fricção, capila- 
ridade, tensão superficial, forças do tipo elástico nas molas, etc. 


Num sólido (ou líquido) a força entre duas moléculas é do tipo da 
figura 74. 
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A 
Ff DISTANCIA 
Fra. 74 


A força é atrativa (negativa no nosso gráfico) para distâncias maiores 
do que ro (ro = 10-8cm) e repulsiva para distâncias menores; isto é neces- 
sário para assegurar que o sólido (ou líquido) não “colapse”, isto é, para 
que os átomos não se aproximem demasiadamente uns dos outros. 


Em torno de ro, F é proporcional a r—- ro = Ar, isto é, o gráfico de F 
em função de r é uma linha reta. 


F = - k Ar (Lei de Hooke) 


Ser >ro à força é atrativa; ser <ro, a força é repulsiva. 


Este é o comportamento de uma mola sob tensão: quando a mola 
se comprime, os átomos se aproximam e o contrário acontece quando a 
mola se distende. 


6. 4 invariância das leis da Mecânica 


A segunda lei de Newton representa um tremendo progresso para a 
compreensão do movimento, porém não é a única lei possível e, para esta- 
belecê-la, Newton foi, sem dúvida, influenciado pelo estudo das colisões 
de corpos sólidos, que foi feito na sua época. 


Por exemplo, poder-se-ia pensar que a segunda lei estabelecesse uma 

relação entre a força e a variação da quantidade de movimento com a 
- — 

distância medida ao longo da trajetória <p e não com ó tempo “e. 

Veremos, adiante, que esta definição de força não é muito útil e que leva- 


ria dificuldades. 


São, sobretudo, considerações de invariância que fixam a forma da 
segunda lei de Newton. 
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A invariância das leis da Mecânica, por transformações de Galileu, 
não é, obviamente, o único tipo de invariância que deve ser exigido delas. 
Por exemplo, o conteúdo físico de uma lei não pode depender da orien- 
tação, no espaço, dos eixos escolhidos para descrevê-la (devido à isotropia 
do espaço): por conseguinte, outro princípio de invariância é que uma 
rotação do sistema de referência não deve afetar a forma das leis (o sis- 
tema X, Y é fixo em relação ao sistema x, y) (fig. 75). 


X = zcos6 + y seno X = f(x, y) 
| isto é | 
Y = f(x, y) 


É evidente que a lei de Newton é invariante para esta transformação. 
Tomemos, por exemplo, o caso de 0 = 7 


Y = -z sen6 + y cos0 








iscas sss=-ue 
X À 
t 
| 
, 6: 
vt 
Fia. 75 
X =-z 
Y=—y 
Sob essa transformação 
Fx = —F; 
Fy = =", 
. 2 2) 
Então a lei F, =m std se transforma em Fy = m a 
ou d2z 
Pa e MA ga 


que é a própria lei de onde partimos. 


Em geral, não é necessário se preocupar com a invariância das leis 
físicas por rotações do sistema de coordenadas, porque se exige sempre 
(como na análise dimensional) que os dois lados de uma equação física 
sejam do mesmo caráter, isto é, dois escalares ou dois vetores, o que 
garante a invariância por rotações (um vetor ou um escalar são indepen- 
dentes da orientação dos eixos). 


Por exemplo, se tivermos entre dois vetores a relação 


F =G 


Mecânica do ponto 111 


e se usarmos um novo sistema de referência que girou de um ângulo 6 
em relação ao primeiro, a nova lei se escreve 


=» A 
F' = q 

uma vez que cada um dos lados nas equações das três coordenadas 
F; = Gs: 


F, = Gy 
F, = G. 


se transforma da mesma maneira. 
É claro, por exemplo, que não se pode ter uma equação em Física 
do tipo 
=) 
a =F 


med 
onde a é um escalar e F um vetor. 


Observemos que, do ponto de vista da invariância por rotações, a 
equação fundamental da Dinâmica poderia ser do tipo 


= 
=) 


= dz 
F=maç emo 


É evidente, porém, que esta equação é inaceitável por não ser inva- 
riante por uma transformação de Galileu; com efeito, se nos restringir- 
mos à coordenada É 

F, = my 


fazendo uma transformação 


X = to + volt, vo = O 
obtém-se 
Fx = m(vz + vo) 


que é diferente da equação original. 


À explicação para esta situação peculiar é que na realidade a trans- 
formação de Galileu envolve não só as três coordenadas x, y, 2, mas, 
também, o tempo t. A rigor, a transformação de Galileu se refere a uma 
transformação num espaço a quatro dimensões. Neste espaço, à veloci- 
dade não é um vetor; esta é a maneira pela qual se elimina a possibilidade 
de que a lei fundamental da Dinâmica seja 


— = 
F = mv 
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Com efeito, façamos a transformação de Galileu particular 


y 
Z 


= 


NM 
1 


mp 
—>, 


e j dr 
F continua a ser a mesma, mas v = a passa a ser 


Então, a mesma lei no novo sistema é 





- —» - 
F' = -F = -myv 
) —» - 
que é diferente de F = mv. 
A equação fundamental da Dinâmica 
do d2r 
ee v r 
Rã e COTAS 


é, porém, invariante por inversão do tempo, pois t? aparece no denomi- 
nador e, portanto, não se altera quando T = —t. Esta invariância garante 
a reversibilidade dos fenômenos de Mecânica: se abandonarmos um corpo 
de uma altura h, filmarmos sua queda e depois passarmos o filme de 
trás para frente, veremos o corpo subir do solo até a mesma altura h. Do 
ponto de vista da Mecânica, estes dois fenômenos (queda do corpo e 
corpo lançado para cima) são inteiramente equivalentes. 


Posição inicial S v 0 Posição final Y v 
Posição final LV v = V 29h Posição inicial S v 


Uma equação fundamental da Dinâmica do tipo 


1 
O 


A 29h 


—» - 
F = m(v)? 


E -—, 
pode ser eliminada porque do lado direito se tem um escalar (v)? = 
+ -+ 
= (v.v) invariante, ao passo que do lado esquerdo se tem um vetor. 
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7. Princípio da superposição das forças 


(Teorema do paralelogramo de forças) 


Uma vez que se tenha introduzido o conceito de força na Mecânica, 
é importante sabermos o que acontece se duas forças independentes atuam 
sobre o mesmo corpo. Por exemplo, temos três corpos de massas m, 


-—, 
mi, m>. Entre o corpo m e m, há uma força fi; entrem e m> há uma 
e) 


força f>. Se quisermos saber qual à força total que atua no corpo de massa 
m devemos saber como se compõem estas duas forças. A resposta é dada 
por Newton no Corolário I das leis da Dinâmica, chamado regra do 
paralelogramo: 


Duas forças aplicadas ao mesmo ponto se compõem, do ponto de vista 
do movimento, como a diagonal do paralelogramo formado por elas (fig. 76). 


Se admitirmos que cada força atuando so- 
bre um corpo produz nele um movimento como 
se fosse a única força atuante, a dedução da regra 
do paralelogramo da segunda lei de Newton é evi- 
dente. A admissão acima (Princípio de Indepen- 
dência de Ação das Forças ou Princípio da Super- 
posição) não é, porém, evidente e é preciso 
postular que os pontos materiais se comportam 
desta: maneira. O princípio de superposição não 
é válido em muitos problemas de elasticidade. 





A validade da regra do paralelogramo é 
uma forma de dizer que as forças, qualquer Fia. 76 
que seja a sua definição, são grandezas vetoriais. 


No exemplo de um barco que atravessa um rio, O princípio não apre- 
senta maiores dificuldades e é intuitivo. Se, porém, uma das forças pro- 
voca uma velocidade de 10 000km/s e a outra Im/s, o princípio é ainda 
válido. 


ExEmpLo: O princípio da superposição permite analisar o movimento de corpos 
em duas dimensões como se fosse a superposição de movimentos independentes nas 
direções z e y de um sistema de coordenadas. 


Essa situação é bem exemplificada na fig. 77. Se um corpo cai em queda livre, 
descreve um movimento retilíneo uniformemente acelerado, como vimos. Se o corpo 


é lançado com uma certa força horizontal, ao cair o movimento pode ser considerado 
como: 


a) um movimento de queda livre (acelerado) ao longo do eixo vertical 
b) um movimento retilíneo uniforme horizontal 
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que é a equação de uma parábola. 
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Os dois se realizam independentemente. 
As equações desses movimentos são 


O aj 
q SE = 
dy =” 
a RR 


Consideram-se positivas as distâncias me- 
didas de cima para baixo. Daqui se verifica que 


deco q? = ci? 


1 
= — qt? 
y 7 9 


A equação da trajetória é obtida elimi- 
nando-se t 


cas ed 


O corpo atinge o solo quando y = h, portanto 


Substituindo na equação para Z 


LO = 


2h 
= VÊ 


2h 
ct = c an: 
g 


Se o corpo não é lançado na vertical, mas com uma inclinação 6 com a horizontal 
(fig. 78), temos duas componentes, vz e vy, além da velocidade devida à ação da gravidade 





Fra. 78 
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vz 
Vy 


vo cos6 
v, sen 6 


v, é a única componente horizontal que está envolvida no movimento ao longo de x; 
v, daria um movimento de baixo para cima representado pela linha pontilhada da figura. 
Há, porém, a ação da gravidade que lhe soma uma velocidade  =- gt 


As equações do movimento são, pois 


“dE = Vy = Vo cosô 


dy 
—s— E — —— t 
di Vy vo send -g 


Daqui se obtém 


z = (vo coso 


y = (vo sen 0) - — gt? 





e, eliminando t 
E ED E Ó 
v (tg 6) = 2(vo cos 6)? E 
que é, também, a equação de uma Fia. 79 
parábola. 


A figura 79 mostra que em: cada instante a posição vertical do projétil pode ser 
pensada como aquela que teria se não houvesse gravidade, isto é, se o movimento ver- 
tical fosse uniforme, de equação 


y = (vo sen 0) 


; : 1 
da qual se subtrai o espaço que o corpo caiu, — 2 gt2, no tempo t. 


8. Princípio da ação e reação 


(Terceira lei de Newton) 


Esta é a lei que permite passar do estudo de um ponto material aos 
sistemas de pontos materiais. 


As forças que dois corpos exercem, um sobre o outro, são sempre iguais, 
de mesma direção e opostas em sentido. 


Esta é uma lei muito importante não só pelas aplicações práticas 
(pois permite analisar todos os problemas das estruturas estáticas), como 
porque adiciona uma característica ao conceito de fórça, que não está 
contida nas outras duas leis de Newton: as forças manifestam-se sempre 
aos pares; a cada ação corresponde uma reação. 
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O próprio Newton tentou dar a seguinte demonstração da validade 
desta lei. Suponhamos dois corpos 4 e B atraindo-se mutuamente (fig. 80); 
imaginemos, agora, que 4 atrai B com uma força maior do que B atrai 4. 





Fas > Faa 
Fia. 80 Fra. 81 


Suponhamos mais, que uma parede é interposta entre os dois corpos 
para evitar que eles se encontrem (fig. 81). Como 


— - 
FaB > FBA 


o sistema todo, formado pela parede e pelos dois corpos, terá atuando 


sobre si uma força 
ay 


— — 
f=FaB-Fra *O0 


e não permanecerá em equilíbrio; essa força constante que atua sobre 
ele faria com que adquirisse uma velocidade infinita. Como isto não 


mp 
ocorre, conclui-se que f = 0, donde 
= — 
Fas = FhA 


O princípio de ação e reação relaciona os valores de duas forças que 
não são aplicadas no mesmo corpo. Por exemplo, se uma pessoa numa 
cadeira de rodas empurra uma mesa grande, a mesa se movimenta muito 
pouco, apesar de que uma força atua sobre ela; no entretanto, a reação 
da mesa, que é uma força igual e de sentido contrário, atua na pessoa e 
faz com que a cadeira de rodas se movimente. 


Cada uma das forças que constitui o par de forças envolvido na lei 


da ação e reação, obedece, separadamente, à segunda lei de Newton. 


À terceira lei de Newton (lei da ação e reação) pressupõe que a inte- 
ração entre duas partículas se propaga instantaneamente no espaço 
(com velocidade infinita). Com efeito, as forças que se exercem entre dois 
corpos dependem apenas da posição relativa dos dois corpos e têm sempre 
a direção da reta que os une. 
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Se um dos corpos muda de posição, o outro se comporta como se 
sentisse esta mudança instantaneamente, para que as forças do prin- 
cípio da ação e reação continuem a ser iguais e opostas. Se a velocidade 
de transmissão da força fosse finita, poder-se-ia ter a seguinte situação: 


B ER 
A M B' 
Rá Ed o 
o” Pá so 
ae Ê 
A e B FIXO A FIXO, B MÓVEL 


Fra. 82 


Na fig. 82, B passou a B”' num tempo At, menor que o tempo que leva o 
ponto 4 para sentir a mudança de posição do ponto B, devido à velocidade 
finita da interação. 


Por essa razão deve-se dizer que o princípio de relatividade na Física 
clássica pressupõe que 
a) as leis da Mecânica são as mesmas em todos os sistemas inerciais 
(ver pág. 94) 
b) a velocidade de propagação das interações é infinita 


Na teoria da relatividade de Einstein, a condição b tem que ser aban- 
donada. 


9. Problemas de massa variável. Foguetes 


Consideremos um caminhão dos que são utilizados para molhar as 
ruas: são caminhões com um grande tanque de água que têm uma tor- 
neira na parte de trás, pela qual sai a água. 


Vamos partir de um instante t em que o caminhão se está movimen- 
tando com velocidade uniforme v. O momento total do caminhão é 
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SITUAÇÃO 
INICIAL 


Vvº+ dv”  m+sdm dm —> —> SITUAÇÃO 
aa V 4Vv FINAL 
«—: — 
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Suponhamos, agora, que uma quantidade dm de água escoe(*) num tempo 
dt, com velocidade relativa V, em relação ao caminhão (e, portanto, 
velocidade v ++ V em relação a um observador exterior); o momento total 
do sistema caminhão e do sistema jato de água é 


perde = (m+dm) (0 +d)+(v+V) dm) 


onde o 1.º termo do 2.º membro é o momento do caminhão e o segundo 
termo o momento do jato de água (fig. 83). 


A variação do momento é 


pitat- pe =m + md + vdm + dmd - 
-(v+ V)dm-mov = d(mv) - (o + V) (dm) (dmdv << 1) 


Portanto 


e. So (mo) - E (0 + V) 


adia” dt 


e, se não existem forças externas, F = 0 e 


d dm dm dv dm dm 
a Ra SAR na a sa 
m db = uV 
onde di 
dm 
pre 


ExEMPLO: Movimento de foguetes. — Consideremos um foguete interplanetá- 
rio (fig. 84) que emite gases com velocidade relativa constante V em relação ao foguete 


dv dm 
"a "a 


(*) dm é negativo se representa uma diminuição da massa e positivo se representa um aumento de 
massa. No caso presente 
dv>0 e dm <0 
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v é a velocidade do foguete 


Integrando entre o instante em que a massa é Mo (inicialmente) e o instante em 
que a massa cai para M e sendo as velocidades correspondentes vo e v, tem-se 


Mo-M 
M 





v-vo =-Vln (5 --Vin (1 + 





EXERCÍCIOS 


1. Na figura vê-se um caminhão irrigador em movimento retilíneo e uniforme, moven- 
do-se com velocidade v = 7,2km/h. 


aa a 
Jato de água n 
| 
(E, 
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Calcular a resultante das forças agentes no caminhão, sabendo-se que a vazão 
de irrigação é 2 litros/s e que a velocidade de escape relativa da água é V = 2m/s. 


Solução: 
Rs 
Seja ? o versor orientado no sentido do movimento. Pela lei de Newton 


teremos: 


=, 
E d > am Po dv —>dm 
Ea ne Rs 
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No caso: 
d do 
Mm v 
“a o the; qe 0 
e 
= =, 
V = -2% (m/s) 
Então 
—» A => 
F=-(2x(22).:. F = -41 


Resposta: 4 newtons 


2. Para um foguete que parte do repouso e sobe verticalmente são dados: massa ini- 
cial: mo = 10t; velocidade relativa de escape dos fumos: V = 1.000m/s. De- 
terminar: 

a) a força propulsora do foguete (+) 
b) a função m = jf(t) 

c) as acelerações no instante inicial e no instante t = 10s 

Adotar g = 10m/s2. 


Solução: | 
F+v 4 a 1 - 
+ “de =m.a ( ) R 
a) Força propulsora: R = v S 
Fra. 86 
dm 
mem 
b) F é a resultante das forças externas. 
Então 
-P + 200.000 = ma (2) 
Mas 
Eus = -200 .*. dm = -200 dt 


m-mo = -200t .*. [m = 10.000 - 200 £ | 


c) De (2) tiramos 
200.000 - mg 200.000 | 


m m 
a 200.000 “10 
— 10.000-200t 
Para t = 0: a = 10m/s? 
Para t = 10s: a = 15m/s? 
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3. A figura esquematiza uma corda AB de comprimento L, perfeitamente flexível e 
inextensível. Quanto deve valer a força F aplicada em 4, em função de x, para que 
o ponto 4 suba com velocidade constante v? A densidade linear da corda é A. 


[5 


p 
| 
| 


O has a DD DD O OO 


ES 


Ú 


beds herda het a Deo o e as o dose DÊ 0 


4 Fe 
Fia. 87 
Solução: 
A quantidade de movimento do trecho 40 no instante t é 
p=AZU 
Então 


e) =Av=EP=F-P-R 
dt / À4o 


F é a força aplicada, P o peso do trecho 40 (P =A X g) e R a reação ao movi- 
mento que o trecho BO faz. 


A quantidade de movimento do trecho BO é 
. p»o = (L-z)Av 


Portanto 
E) = 2 — 
dn lisa * vw? = R 
Então 


w2 = F-azg- (-2) donde se obtém | F=rzg | 


4. O esquema mostra uma correia transportadora de cereal. O funil está em repouso 
e descarrega lkg/s de cereal. Calcular à força F necessária para manter a correia 


com velocidade constante v = 2m/s. 


Resposta: 2N 





IV 


FORÇAS FICTÍCIAS OU INERCIAIS 





As forças que descrevemos anteriormente não parecem suficientes 
para explicar muitos fenômenos; por exemplo, se estamos sentados num 
carro em movimento que descreve, subitamente, uma curva fechada, 
somos lançados contra as portas. Da mesma forma, se o carro se está 
movimentando em linha reta e pára bruscamente, somos lançados para 
a frente. Estas forças nos parecem bem reais, mas não têm origem nas 
interações que descrevemos; elas não são nem gravitacionais, nem eletro- 
magnéticas, nem nucleares. No sentido que utilizamos força como repre- 
sentando um certo tipo de interação, estas forças que discutimos aqui 
não são “reais”. Elas têm origem no sistema especial de referência usado 
para descrever o fenômeno. Se analisamos o movimento de um passa- 
geiro de um carro, de um sistema estacionário ligado ao chão, a força 
fictícia ou inercial não está presente. Se, contudo, examinamos o fenômeno 
do ponto de vista do passageiro que se está movimentando num sistema 
acelerado, então a força fictícia ou inercial aparece. 


1. Movimento de translação não uniforme 


Tomemos um sistema inercial em que um corpo se movimenta se- 
gundo a lei 


Consideremos, agora, o mesmo movimento (movimento relativo) 
descrito em um sistema que realiza um movimento de translação em rela- 
ção a ele; se a translação não é uniforme, como consideramos antes, mas 
o sistema realiza um movimento acelerado em relação ao sistema inercial, 
temos, como no parágrafo sobre a lei da inércia 


X=2 +70 
Y=y+gyo 


onde 
Zo € yo não são constantes 
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Portanto 
* 
E 


T+ zo 


y + go 


Para simplificar, consideremos o caso simples de uma translação ao 
longo do eixo dos x (yo = 0) 


X=z+% ax=aq+ta 
.. ou 
Y =y ay = Gy 


emeady 

Se no sistema inercial tivermos uma força F de componentes F, e F, 
F, — Mas 
F, = May 


no novo sistema 
Fx = max = ma; + ma 


Fy = may = may 
2 e e FE . . e 
A única força aplicada (força real) é F; se quisermos, pois, dizer 
que a causa da aceleração no novo sistema é ainda uma força aplicada, 


=, 
precisaremos dizer que uma força inercial (força fictícia) ma surgiu quando 
passamos para o novo sistema (que não é inercial) 


> — — 
marel = F, + F, 


força força 
real inercial 





É claro que do ponto de vista de um observador no sistema em movi- 
mento, a força “fictícia” é tão real como a outra. 


ExEmpLO: Um elevador sobe verticalmente em aceleração constante a. Um ob- 
servador dentro do elevador solta uma pedra. O movimento é observado por um 
observador dentro do elevador (referencial 
relativo XYZ) e por outro ligado à Terra 
(referencial absoluto xyz). Escrever as equa- 
ções de movimento da pedra em dois sis- 
temas (fig. 89). 


No referencial absoluto a única for-. 
ça que atua na pedra é o peso. 


mp=-mg .'. p= 


1 
v = yo +vot-- gt? 
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O referencial relativo se move com relação ao referencial absoluto 


Yr = Yo +TVrobl +5 a? 
Neste referencial 
P=y-y 
Y = (yo-yro) + (vo-vro) + Cone t2 
Y = -9-a=%y-a 
mY 


ou emY 


mi + (-ma) 
(-mg) + (-ma) .*. mara = peso + força inercial 


A conclusão é coerente com a expressão geral 


ma rel = Jinteração + Jjinercial 


2. Movimento de rotação 


Consideremos agora o caso em que o movimento é observado de um 
sistema que gira com velocidade angular constante w. No sistema iner- 


cial tem-se 
+ —, 
Maabs = F r 


No sistema girante tem-se como vimos 


- - - - 
Grel = Gabs + v2R —- 2w A vVrel 
ER E di 


aceleração aceleração de Coriolis 
centrífuga ou complementar 


Multiplicando por m os dois lados desta equação obtém-se 


— =» 


> > ij 
Marel = Gabst Mw2R - 2m w A Vrel 
A si a 


forças reais forças inerciais 


À força inercial que não depende da velocidade chama-se força cen- 
tríifuga; a que depende da velocidade no sistema girante charna-se força 
de Coriolis; se neste sistema o corpo está parado, a força de Coriolis é 
nula(*). 


É comum escrever-se esta equação como 


> > - 
marel = ZFinteração + ZFinerciais 


(*) Forças inerciais não ocorrem aos pares e não obedecem pois ao princípio da ação e reação, que 
é válido apenas para as forças reais (forças de interação). - 
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ExEMpLO 1: Em relação a um referencial absoluto z0y uma partícula de massa 
m está em repouso. Um observador fixo no sistema móvel XOY vê a partícula em mo- 
vimento circular e uniforme com velocidade angular w, numa circunferência de raio p. 

Estudar as forças agentes na partícula, do ponto de vista do observador citado 
acima (fig. 90). 





Fra. 90 


Solução: 


O observador escreverá a equação fundamental da Dinâmica da seguinte maneira: 


—s —» -> 
ZF interação + EFinercial = Mm. Grel 
—, — 
onde ZH interação = M. Gabs = 0 
— -— -— > > 
e EFinercias = -mw'A(wAR)-2muwaA vrel, 


Então (fig. 91): 


- so sed = E 
EFinercial =-mw A (vw AR) + (-2m w A tre) 
——— — A 


força centrífuga força de Coriolis 
No caso, 
—s, - > — ” 
Fcnt =-mwokaAa(wkAp)=+ mo? pla 
e 
=» =» > a 
Fcompl = -mwk Aw p (—7 ) = -2m w2p t 


aee dr mi 
Fcomp. = -2mwjl Fcent=zm Wo 


Fira. 91 


ExempLo 2 (A centrífuga): Considere-se um corpo de massa m em repouso num 
sistema não inercial que gira com velocidade uniforme w em torno de um eixo (fig. 92). 
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sans O C 
«) 
p 
Vista de cima Vista de lado 


Fria. 92 


Em relação ao sistema inercial este ponto tem uma aceleração (aceleração centrí- 
fuga) de valor 


—s> 
Ge = +w? R 
Ed . o . 
onde R é dirigido do centro para fora. 
A força inercial que atua no corpo de massa m é 
Ed —, 
Fe=mw? R 
que é a força centrífuga que faz com que a partícula se afaste do eixo. 
Sem = 100g, R = 10cm e se ela gira com 100 revoluções por segundo 
F = my? R = (102) (27 X 100)2 (10) = 4 X 10 dinas 
A força centrífuga pode ser consideravelmente maior que o peso. 
No caso acima 


e E mw? R - (2m X 100)2 x 1Oomfel = 4.000 
EP 1.000 — 





s2 


Existem centrifugadoras em que a força centrífuga chega a ser 300.000 vezes 
maior do que o peso. 


3. 4 identificação dos sistemas inerciais 


Como vemos, a descrição dos movimentos (e suas equações) é muito 
diferente caso utilizemos um sistema inercial ou não-inercial como sistema 
de referência. O problema, pois, é identificar um sistema inercial. O 
próprio Newton estava muito consciente da natureza do problema e sua 
resposta é a seguinte (Newton chama de movimento absoluto o movi- 


mento referido a um sistema inercial e movimento relativo o que é referido 
a um sistema não-inercial): 
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“Os efeitos pelos quais movimentos relativos e absolutos são dis- 
tinguidos uns dos outros são as forças centrífugas, ou seja, aquelas forças 
que no movimento circular produzem uma tendência nos corpos de se 
afastarem do centro de rotação. Num movimento circular que é pura- 
mente relativo, estas forças não existem; mas num movimento circular 
verdadeiro e absoluto, elas existem e são maiores ou menores de acordo 
com a quantidade de movimento 


m2v2 p? 
mR  mR 


“f, de fato, muito difícil descobrir, e efetivamente distinguir, os 
movimentos verdadeiros e os movimentos aparentes dos corpos. 


“O problema, porém, não é inteiramente desesperador, pois existem, 
para nos guiar, certas marcas que têm origem em parte nos movimentos 
aparentes que são diferentes dos movimentos verdadeiros, em parte nas 
forças que são as causas dos movimentos verdadeiros.” 


EXEMPLOS: 


1 — Uma pessoa girando 
rapidamente num carrossel sente 
uma força que a lança para fora. 
Existe um tipo de carrossel em 
que a pessoa se apóia sobre uma 
parede: lateral (fig. 93); quando 
a velocidade atinge um certo valor 
o soalho desce, mas a força cen- 
trífuga 


muy2/r 


é tão grande que a pessoa não 
cai, ficando “presa” à parede. 


Esta é uma força fictícia e, 
mesmo que o observador não per- 
ceba que está girando, o fato de 
sentir esta força é uma Indicação 
clara de que está num sistema 
acelerado. 


2 — Se uma pessoa viajar 
num carro que se movimenta 
em linha reta com velocidade 
uniforme numa estrada sem aci- 
dentes e se não olhar para fora, Fia. 93 
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não perceberá que está em movimento; se, no entanto, o carro acelera ou breca brus- 
camente, surge uma força fictícia (ou inercial) sobre ela que a lança para trás ou para 
frente (respectivamente). 


a A Am 





| 
| 
| 





1 
| 
| 


i 


| 
| 
|) 





3 — Outro exemplo, ainda, é o pêndulo de Foucault, que constitui uma das 
melhores provas de que a Terra gira (fig. 94). Se este pêndulo for suspenso no Pólo 
Norte, seu plano de oscilação permacerá sempre o mesmo em relação a um sistema iner- 
cial com centro no Sol; como a Terra gira em torno de um eixo que passa pelos pólos, 
um sistema de referência ligado à Terra vê o plano de oscilação girar de 360º em 24 horas. 
Como não há nenhuma força real que faça o plano do pêndulo girar, somos forçados 
a concluir que o nosso sistema de referência não é inerciai e que a Terra está realmente 
girando em torno do seu eixo. 


4 — Finalmente, há o famoso exemplo do próprio 
Newton, para mostrar que existe um sistema de refe- 
rência inercial(*) em relação ao qual os movimentos 
devem ser referidos: um balde de água é suspenso por 
uma corda que é enrolada sobre si mesma, enquanto o 
balde é mantido fixo (fig. 95). 

Quando se solta o balde, ele começa a girar rapi- 
damente (fig. 96); no começo a água está parada, mes- 
mo que o balde gire, e a sua superfície é horizontal; aos 
poucos, o movimento se comunica à água, que começa 
a girar, formando uma superfície côncava devido à ação 
da força centrífuga sobre a água (fig. 96-b). Finalmente, 
o balde é detido e a água continua a girar, mas eventual- 
mente pára e sua superfície torna a ficar plana (fig. 96-c). 
É evidente que o movimento relativo da água e do balde 
Fia. 95 é irrelevante para determinar a forma da superfície da 





(*) Na realidade, Newton utilizou a experiência do balde girante como um argumento poderoso em 
favor de um sistema absoluto de referência, ao passo que o balde seria um sistema relativo (e inadequado) 
para descrever o movimento. Segundo Sommerfeld, esta é uma inconsistência clara da parte de Newton, 
uma vez que 4 lei da inércia estabelece a equivalência de todos os sistemas inerciais; qual, então, a justifi- 
cativa para procurar um sistema absoluto ? 
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Balde girando — Balde e água Balde parado — 
água estacionária girando juntos água girando 
(a) (b) (c) 
Fira. 96 


água: no começo, a superfície é plana e o balde gira; no fim, a superfície é côncava 
e o balde fixo. O que é relevante é a rotação da água em relação a um sistema fixo 
no laboratório. 


Esta experiência mostra, claramente, que o balde girando é um sistema inadequado 
para descrever o movimento e que se deve procurar um outro sistema. 


Da discussão acima, pode-se concluir que se pode fazer aproximações na procura 
de um sistema inercial. Para um grande número de problemas (como os movimentos 
que um corpo material pode descrever dentro de uma sala de laboratório) um sistema 
de coordenadas que usa as direções das três arestas de um canto qualquer é, aproximada- 
mente, inercial e o movimento da rotação da Terra pode ser desprezado. É claro, 
porém, que não podemos desprezar o movimento de rotação da Terra no estudo de um 
corpo que cai de 200 quilômetros de altura. 


Para Newton o sistema inercial a ser usado era um sistema cartesiano com vértice 
no centro do Sol e eixos apontando para três estrelas fixas. 


Os três sistemas de referência usados para descrever os movimentos dos planetas 
(e dos corpos na Terra) são estudados a seguir. 


4. Sistemas astronômicos de referência 


4a. Sistema geocêntrico. — É o sistema com base num ponto 
qualquer da Terra (fig. 97). Tomemos, por exemplo, um sistema car- 
tesiano no equador 
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R = 6.350km z 


27R 
86.400 


“G 


km/s 


Fra. 97 


Para descrever os movimentos num laboratório, ele é perfeitamente 
satisfatório; a Terra, porém, gira em torno do eixo polar em 24 horas. 
A aceleração centrífuga deste movimento é, pois 


a=]Áq=wR=ã3,4 x 10-2m/s? 


4b. Sistema heliocêntrico. — Mesmo que a Terra não girasse 
sobre si mesma, ela não seria um sistema inercial, pois realiza um movi- 
mento de revolução em torno do Sol. Usa-se, como sistema de referência, 
E ne com centro no Sol e eixos apontando para três estrelas fixas 
fig. 98 


27 
O — 3,16 X 10º z 
R = 1,49 X 10:im Ty 


a = a = 59 X 10m/s? 


Fira. 98 


Esta aceleração é bem menor que a da Terra girando sobre si mesma, 
mas ainda detectável por certos efeitos. Este é o sistema usado por 
Newton. 


4c. Sistema galáctico. — As estrelas fixas bem como toda a nossa 
galáxia (Via-Láctea) giram em torno do centro da galáxia (fig. 99). O 
raio do círculo que o Sol executa é de 


2,4 X 1020m 


e um círculo completo seria descrito em 


2,5 X 10º anos. 
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Daqui se obtém que o sistema helio- 
cêntrico é acelerado, com uma aceleração 
de a = a, = 10-10m/s?, que é extrema- 
mente pequena. 

Devido à pequena aceleração deste 
sistema, o sistema heliocêntrico é satisfa- 
tório para descrever a grande maioria 
dos fenômenos. 

À rigor, porém, seria necessário esco- 
lher um novo sistema com vértice no 
centro de rotação da nossa galáxia que 
seria, provavelmente, inercial. Este seria, 
então, o sistema galáctico. Fia. 99 





d. 4 solução de problemas de Mecânica 


Com o que vimos até agora, é possível resolver inúmeros problemas 
de movimento: dada uma determinada situação, o problema de Física 
envolvido será, sempre, o de identificar as forças envolvidas; uma vez 
feito isto 


DE = 


e daqui se obtém a aceleração e, por conseguinte, a velocidade e a posição 
em função do tempo. Identificadas as forças e armada a equação acima, 
o problema deixa de ser um problema de Física e passa a ser o de resolver 
a equação acima (que é uma equação diferencial). 


Muitas vezes, a identificação das forças envolve a questão do sistema 
de referência que utilizamos, pois, além das forças reais presentes, um 
sistema de referência não-inercial introduzirá forças atuando no corpo. 


PROBLEMA 1 


Consideremos um pêndulo suspenso no teto de um vagão de estrada de ferro. 


Fis. 100 Fia. 101 
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Caso A — Carro parado: existem duas forças atuando no pêndulo, isto é, 
o peso mg e a tensão do fio: T = mg (fig. 100). 


Caso B — Carro em movimento uniforme: existem as duas mesmas forças 
atuando e todo o sistema, vagão e pêndulo, sofre uma translação uniforme para a direita 
(fig. 101). 





Fira. 102 Fira. 103 


Caso € — Carro em movimento acelerado: 


I. Observador no solo. 


A massa m está, agora, em movimento acelerado para a direita (aceleração a) 
e existem, pois, três forças atuando nela, isto é, T, mg e ma (fig. 102). A condição de 
equilíbrio será 


T sen 6 ma 
T cos6 = mg 


O pêndulo toma a posição da figura 102. 


II. Observador no vagão. 


Este sistema não é inercial. Há, portanto, uma força fictícia ma já que, em relação 
ao novo sistema, o pêndulo se desloca para a esquerda. Levando esta força em considera- 
ção, o pêndulo fica em equilíbrio, para o observador no vagão (fig. 103). 

Condições de equilíbrio 


T cos6 
T seng 


mg 
ma 


como anteriormente. 


PROBLEMA 2 


Um corpo é suspenso por uma mola do teto de um elevador em movimento. Calcule 
a força indicada pela mola (fig. 104). 


Suponhamos que o elevador se esteja deslocando para cima. Se a aceleração 
é zero, o peso do corpo é equilibrado pela tensão na mola (Fm) 


mg = Fu = kz 
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Se o elevador acelera para cima, com aceleração a, há uma outra força atuando 
no corpo, de cima para baixo, e a tensão da mola se torna diferente, F'w (fig. 105); a 
ncoleração para cima faz com que uma força inercial ma surja, “aumentando” o peso 
do corpo. 


Cear ccccuiuiiciiiiiiiiiida 





mg 


Fira. 104 Fia. 105 


A força real é Fy — mg, que deve ser igual a ma 


Fu-mg = +ma 
Fu = m(g+a) 


que se reduz à equação anterior se a = 0; note, ainda, que sea = -g a força se torna 
zero: se o elevador desce com aceleração g os corpos deixam de ter “peso”, F M = 0. 
Há uma outra maneira de resolver este problema que consiste em dizer que um 


observador ligado à massa está sempre em repouso; portanto, a resultante de todas as 
forças aplicadas a ela deve estar em equilíbrio. Estas forças são: 


a) peso mg (de cima para baixo) 
b) tensão da mola Fu (de baixo para cima) 
c) ma onde a é aceleração (de cima para baixo) 


Então, a condição de equilíbrio é 
Fu-mg-ma =0 
Fu = m(g+a) 


Uma variante deste problema é o seguinte: consideremos um passageiro de peso 
mg num elevador (fig. 106); este peso é equilibrado pela reação que o assoalho exerce 
sobre ele (F) se o elevador estiver parado 


F = mg 


Se o elevador sobe com aceleração a, qual é o peso da pessoa? 
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À resposta é a seguinte: 


mg - F' = ma 
F' = m(g+a) 


Se o elevador sobe com uma aceleração igual 
a 9, & reação do assoalho se torna F' = 1/2F; o 
passageiro se sente empurrado contra o solo — ele 
se sente mais “pesado”. Se o elevador desce com 
esta aceleração, o passageiro se sente mais “leve”. 


PROBLEMA 3 


Consideremos, agora, duas massas mi e ma 
(ma > mi), presas nos extremos de uma corda 
flexível (mas não extensível) que passa por uma 
roldana (fig. 107). Sob a ação da gravidade o 
movimento do sistema é tal que a massa ma desce 
e a massa m, sobe. 





Fira. 106 


As forças que atuam nos dois corpos são: 


Corpo de massa mz 


T + maça = mag 


ou T = m2g-maa 


Corpo de massa mr 


T = mg + mia 


donde se obtém 
mia + mig = mag - mza 
(ma +mi)a = (mz-mi)g 


à ma —-m1 g 
8 E Sa 
mi + ma 


Vê-se, pois, que as tensões na corda não intervêm 
no problema. 

Tomemos, então, um outro ponto de vista: a corda 
flexível está em equilíbrio sob a ação de todas as forças 
que atuam sobre ela, incluindo as forças mza e mia. Es- 
creve-se, pois, imediatamente 





mag - ma = mg + mia mg 


como acima. Fra. 107 
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EXERCÍCIOS 


1. A figura 108 mostra uma corrente de comprimento L = 5m, apoiada em equilíbrio 


sobre um muro liso. Desequilibra-se o sistema puxando levemente a ponta D 
para baixo. 


X X 





Fra. 108 
Calcular em função de x (posição genérica do ponto E) a aceleração e a velocidade 
da corrente. Adotar g = 10m/s2. 


Solução: A resultante das forças é o peso do trecho de corrente de comprimento 
2x. Então (p é a densidade linear da corrente) 


2x .pg = pla .*. = 
a = 2 ja = 4 
M 2 O AR 
E “qdo dedo d 
dv 
Então — vv = 47 .."*. vdo = 4xdz 
dz 
v2 z2 
o 


paraz =0 >v=o0, portanto OC = 0 e daí decorre 


2. A fig. 109 representa um homem de 80kg elevando-se mediante a força (vertical) 
que aplica à corda que tem nas mãos. 
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Fra. 100 


Num dado instante o dinamômetro D indica 40kgf. Determinar a aceleração 
do homem neste instante. (g = 9,8m/s?) 


3. Um pêndulo simples é suspenso ao teto de um vagão em movimento retilíneo e uni- 
formemente variado de aceleração a. 


a) Calcular em função de a o ângulo que o fio do pêndulo forma com a vertical, na 
posição de equilíbrio. 


b) Deduzir a expressão do período do movimento do pêndulo em função de a quando 
este é posto a oscilar no ponto vertical que passa pelo ponto de suspensão. Sabe- 


se que T = NEAR 
9 


Solução: 
a) Pêndulo não oscilante (fig. 110). — Do ponto de vista de um observador 
fixo ao vagão, as forças agentes na esfera do pêndulo são: 


«Ha 
00 = 


f 
0 = arc tg ne 
9 Fra. 110 


b) Pêndulo oscilando. — (Com base no esquema vetorial anterior podemos 
imaginar um campo de gravidade aparente g' (fig. 111). 





q = +a? 
= VP +a 


Um WII Então T = 2 Vataa 


g? + a2)1/2 


Fra, 111 
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4. Uma bolinha de massa m = 0,10kg move-se no interior de um tubo retilíneo rígido 
com velocidade escalar, relativa ao tubo, constante igual a 2m/s, enquanto o tubo 
gira num plano vertical com velocidade angular = lrd/s em torno de um ponto 
O fixo (fig. 112). Sabe-se que para t = O a bolinha se encontra em O. 


Pede-se: 
a) estudar o movimento relativo da bolinha 
b) estudar o seu movimento absoluto 


c) estudar as forças exercidas na bolinha do ponto de vista do observador absoluw 
to ie do ponto de vista do observador relativo 


Adotar g = 9,8m/s?. 


y 





Fia. 112 


Solução: 
XOY: referencial relativo (que gira com o tubo) 


z0y: referencial absoluto (que permanece imóvel) 


No instante t = O os referenciais coincidem. 


a) Movimento relativo: 


= -— — —, 
Vetor posição: R= XI .t. |R=2I 
= = 
Vetor velocidade: vrel = 21 


ma 
Vetor aceleração: | arel = O | 


O movimento relativo é retilíneo e uniforme. 
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b) Movimento absoluto: 


As coordenadas de P em relação a zOy valem: 


L = X coswl 
y = X senqt 


pois as coordenadas de P são Xe Y =0 


e pr E 
Vetor posição: r = X(coswt à + sen wtj) 


= Ed =, 
r = 2t(coswt ? + sen ut 5)| 


A trajetória é uma espiral de Arquimedes. 
Vetor velocidade: 


- — > 
vabs = vVrel + Varrast 


onde 
= + —, — 
varrast = vo + wAR 
No caso 
- = —> + 
vo =0; vrdl=v,=21I 
e 
=p — = we 
wAR = wkAXI = wXJ 
Então 
ade = -, 
Vabs = 21 + wXJ 
Mas 
- > pg 
I = cos61 + sen0Oj 
e 
- -» - 
J = -sen601% + cos0j 
Então 


= 2 = e 2 
vabs = 2 coswti + 2senwtj + (wX sen01) + wX cos 03 
emp 


- — 
vabs = (2 cost — 2t senti + (2 sent + 2t cost) 
Vetor aceleração: 

— -—>+ -, —+ 
Gabs = Grel + aGcent + Gcomp 
onde 


— -—» — => 
w 


Gcent = A (o AR) 


= + > E 
Gcomp = 2w A vVre (aceleração de Coriolis) 


Mecânica do ponto 139 
No caso 


e —» - > — > - 
wvA(wAR) =vKA(WKAZUTI = 0vKAw.ZI] = -2w2l (1) 


e 
+ = + = 
2QwAtvrl=20KA2ZI = 4wvdJ (2) 
Então 
- - > + - 
Gabs = -QUwll+t4wuJ) =-URIA++A4J 
ou 


= > = = + 
Gabs = — 2t(coswti + senwtj) + 4-senwti + coswtj) 


— > a 
Gabs = -(2t cost + 4 senti + (-2t sent + 4 cost); 


c) Forças exercidas do ponto de vista do observador absoluto: 


- - 
ZFinteração = Mm. Gabs 


Decomporemos EFinteração em 2 parcelas: o peso e Toon (reação das paredes) 
cmo mm = 
“e P + Foontato = m. aabs 
» = > > e > 
“-mj+tFa+t+F,j+Fk=masi+ma,j 


o = —(2t cost + 4 sent) 
ay = (-2t sent + 4 cost) 


onde 


identificando vem 
-m+F,=ma, .*. Fy=ma, + mg 
F, = mas e F,=0 
Então 
F, = 0,10 (-2t cost - 4 sent) 
F, = 0,10 (-2 sent + 4 cost) + 0,10 X 9,8 


As forças que atuam na partícula do ponto de vista do observador absoluto são 
-, a 
peso: P = 0,983 
a. > 
Força de contato: Fcontato = (-0,2t cost — 0,4 sent)i + 


+ [(02tsent +04 cost) + 0,98] 
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d) Forças exercidas do ponto de vista do observador relativo: 


— —» — 

EFinteração + ZFinercial = ma, (3). 
> > > - 

EZFinercil = -mwA(v AR) + C2m w A vre 


—» = — 
EFinercial = - 2 > O1tw2I - 0,1 >C 4w] 
(lembrar as relações (1) e (2)) 
cmd 1 -, 
EFinercial = 0,2t1I-0,4J 

Temos também 


— —, -—s, 
EFinteração = P + Fcontato 


medo - — 
onde P = -mg senwtI - mg coswtdJ 
A == = — 
e Fcontato = Fxl + FyJ + FzK 


Substituindo estes valores em (3) e lembrando que = = 0 vem 
maio mm eo me coa = == 
-mg sen vt I-mg coswvtJl + Fxl4+FyJ 4 F;K + 02U1I-04J]J =0O0 


-0,98 sent + Fx +O2 =0 .'. (Fx 
“4098 cost+Fy-04 =0 .º.4Fy 
Fz =0 e A Fgz 


0,98 sent — 0,2t 
0,98 cos t + 0,4 
0 


N 


As forças agentes na partícula do ponto de vista do observador relativo são 
—» => = 
Finércia = 0,2t1I - 0,4J 
A — may 
peso P = 0,98 sent 1 - 0,98 cost J 


-—+ = —+ 
Fcontato = (0,98 sent - 0,28) 1 + 0,98 cost + 0,4) J 


5. É dado um tubo retilíneo de comprimento Il, em movimento de rotação num plano 
horizontal, com 27 rd/s =.w, conforme indica o esquema anexo. XOY é o referencial 
relativo e z0y o absoluto. No instante inicial, quando os referenciais coincidem, 
solta-se uma bolinha de massa m = lg de um ponto Po distante de Xo = 10cm 
da origem (fig. 113). 


A bolinha desliza sem atrito, apoiada nas paredes internas do tubo, e atinge a 


E l 
sua boca no instante ty = O segundos. 
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(e 
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a) o comprimento do tubo 
b) as velocidades relativa e absoluta da bolinha no instante t 
c) as componentes da reação do apoio sobre a bolinha 
Respostas: 

—> > -> = 
a) | = 15,4ecm Db) vg= 73,81; va = 120,8 + 114,25 

ap =) = - 

o) V=980K; H = 92,53 


6. Um disco horizontal gira com velocidade angular constante wo em torno de um eixo 
vertical (fig. 114). 
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Um inseto de massa m caminha sobre o disco em uma trajetória circular de raio r, 
com velocidade angular relativa w (fig. 114). Dados: 


+ > 
m, 9,7, k, wo, w 
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Pede-se: 
a) com relação ao referencial absoluto, que forças agem no inseto 


b) estudar as forças agentes no inseto do 'ponto de vista de um observador fixo ao 
disco | 


Respostas: 
No referencial absoluto as forças que atuam no inseto são 
—+ — 
a) peso P=—-mg k 
medo = m 
Fcontato = —-m(wo — w)2r + mg k 
No referencial relativo, que se move com o disco tem-se 


—, — 
db) Peso P = mg k 


jo > - 
Feontato = -m(wo-w)? r+t-mg k 


= a ER 
Fcentrituga = Mwy” 


—- =, 
FCoriolis = -2m wo w”r 


V 


TRABALHO E ENERGIA 





A segunda lei de Newton relaciona as forças aplicadas a um corpo 
com a variação da quantidade de movimento com o tempo 


Esta relação pode ser usada como definição de força. Vimos que 
é possível definir a força como 


= do. 
SE: 
ps dz 
Esta definição, porém, não é muito útil pois, eventualmente, leva a 
dificuldades nos problemas de colisões. 


Pela segunda lei de Newton, pode-se dizer que o efeito da força é 


—, . 
mudar p. Acontece, porém, que há outras propriedades dos corpos que 
são alteradas pela aplicação de uma força. É o caso de perguntar porque 
razão a variação do momento é tomada como medida desta força. Há 
certas propriedades dos corpos em movimento que parecem mais ligadas 


ao módulo da velocidade, |v|, do que à direção da velocidade (que é 


usada no momento 7). Por exemplo, se um corpo cai ao longo de um 
plano inclinado e sobe ao longo de um outro, o que determina a altura h 
que o corpo alcança no 
segundo plano inclinado 
não depende da direção 


de v mas, apenas, do seu 
valor absoluto (fig. 115). 


Fatos como este de- 
ram origem a uma velha 
controvérsia na Física 
entre Descartes e Leibniz, 
sobre qual é a “verda- 
deira”” medida de uma Fio. 115 
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emp 
força: aquela dada pela variação de momento (F = ce ou uma outra 


em que F é dada pela variação de alguma grandeza ligada ao módulo 
|v| da velocidade e não da sua direção. 


Descarte defendia o primeiro ponto de vista, ao passo que Leibniz 
defendia o segundo. Vejamos, inicialmente, o ponto de vista de Leibniz: 


Tomemos a lei de Newton no caso unidimensional na direção z 


d 
Sem = constante 
mdvz 
F; = dt 





Multiplicando e dividindo o segundo termo por dz 


do de dvz 
dt Cd "a 


d 1 
Es ts 
F, dz (5 mo?) 


; ; 4 1 to SR 
Existe, pois, uma grandeza escalar (5 mB), cuja derivada em rela- 


ção a x constitui uma medida de força(*). 


F,=m 


Vs 


Não há nenhuma diferença essencial entre as duas medidas da força: 
o que é fundamental é a equação de Newton; as outras relações são apenas 
mais ou menos convenientes para certos tipos de problemas. 


— d -—+ R 
No entretanto, da forma F = Tê (mv) decorreu, como vimos, o 


teorema de conservação do momento de sistemas isolados que é um resul- 
tado muito importante. 


Vejamos se um resultado igualmente importante se pode obter da 
outra definição. 


— 

(*) Em três dimensões esta expressão se generaliza como F = -grad V(r). V é uma grandesa es” 
calar que tem um valor dado para cada ponto do espaço 
> 9V ->9V 


> 39V 
Gui Ta Er 
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1. O teorema da conservação de energia 


Partimos de F, = - (> mo? ), que podemos escrever como 
1 
Fsdz = d (5 mo? ) 
2 
Se integrarmos esta equação entre duas posições 1 e 2 (de coordenadas 
Z1 € 22) a 
2 
1 2 1 2 1 2 
f F, dx -/ d (5 me?) = 2 Mu mo 
1 1 


Se F, pode ser escrita como a derivada de uma função escalar V, 


E Eus Seia diz-se que F, deriva de um escalar e 
2 2 
fria=fcam=va)-Véas) 
1 1 
Então 
V (zm) -V(z) = mê - Em? 
T1) — z2 2 Mo -— 2 mv, 
ou 
1 92 1 2 
2 mv + V(z2) = 2 mw + V(z)) = E 


V (x2) e V (x:) têm valores -determinados em x, e x, que só dependem 
das coordenadas deste ponto. 


Descobrimos, então, que para um corpo em movimento, sob a ação 
de uma força que pode ser variável, existe uma soma de quantidades, 
que é constante. Este é um teorema muito importante: o termo 1/2 mv” 
chama-se energia cinética e o termo V (x) energia potencial. 


A soma da energia cinética e potencial de um corpo é constante (teo- 
rema da conservação de energia). 


2. O teorema das forças vivas 


Forças que derivam de um escalar se dizem conservativas, uma vez 
que para elas vale o teorema da conservação de energia. 
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A variação da energia potencial 


chama-se trabalho realizado pela força no deslocamento dz. 
O trabalho(*) realizado pela força F, num deslocamento finito é 


definido por: 
2 
f F,dz 
1 


A expressão do trabalho pode ser escrita como vimos por 


: Es sd 
1 


que é denominado teorema das forças vivas ou teorema da energia cinética: 
o trabalho realizado por uma força F, entre dois pontos x, e x2 é a dife- 
rença das energias cinéticas do corpo entre estes dois pontos. Mesmo 
que não se possa calcular a integral F.dz como fizemos acima, ainda 
assim este teorema é muito útil. 

Podemos generalizar estes resultados para três dimensões (fig. 116) 


= 
do 


F 
o dt 





Fira. 116 


(*) Esta definição de trabalho não está muito de acordo com a definição fisiológica de trabalho; por 
exemplo, se segurarmos um peso na mão durante certo tempo não é realizado trabalho, mas apesar disso 
ficamos cansados; os nossos músculos trabalham para manter o peso em sua posição e o coração pulsa mais 
depressa: energia é consumida. 
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multiplicando ambos os membros pelo vetor dr 


-—) 
Edo DUDE sidr 
dt 
-—> — > 0 
F.dr=mdv.o 
—p ad 1 — 
F.dr = 2 md(v)2 


Integrando entre duas posições do corpo tem-se uma generalização 
da definição de trabalho 


Se tivermos dois caminhos possíveis para passar de um ponto 1 a um 
ponto 2, pode-se calcular o trabalho realizado em cada um dos camti- 
nhos (a) e (b) (fig. 117) 


We = / P.dr 
1 


Ls > 
f F.d = V(O)-V(1) 


2 


V(A)-V(2) 


Wo 


Por conseguinte, no caminho fe- 
chado 


Wo=W+tW=$F.dr = 
=2VYVDO-VOLVO-VOM-Oo 





Fira. 117 


X 
Se as forças são conservativas, o lra- 
balho realizado num caminho fechado é zero. Esta é outra forma de 
escrever o teorema da conservação de energia. 


Existem, na natureza, forças não-conservativas, a mais importante 
das quais é a força de atrito. Quando elas estão envolvidas, o teorema da 
conservação de energia perde sua validade. 


Com efeito, se existe atrito, o trabalho não pode depender, apenas, 
do ponto inicial e final, pois quanto maior o caminho, maior será o tra- 
balho despendido para vencer a força de atrito. 


Observe-se que F. dr = F.dr cos 8 é a projeção de F na direção 
do deslocamento. A outra projeção (numa direção perpendicular ao 
deslocamento) é F. dr sen 6, que pode mudar a direção do movimento, 
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= Fo=F cos.60 mas não o seu módulo (fig. 118). 
a F=F sen.6 (Como estamos discutindo, aqui, 
variações do módulo de veloci- 
dade, é natural que o trabalho 
só dependa da projeção da for- 
ça ao longo do deslocamento. 
Esta é a origem da definição de 
trabalho. 

Observemos que a cons- 
tância da energia de um corpo 
(teorema da conservação de 
energia) é a segunda destas relações que encontramos na Mecânica (a 
primeira é a conservação da quantidade do movimento). A sua exis- 
tência garante a impossibilidade de construir máquinas em que a energia 
mecânica (isto é E = VA Sm?) não é conservada (isto é, o que se 
chama de “moto-contínuo” de primeira espécie). 

À conservação da quantidade do movimento e a conservação da 
energia são realmente consegiiências das leis de Newton, mas adquirem 
um significado próprio, mais amplo que as próprias leis de Newton. Mes- 
mo que as forças não sejam conhecidas num problema dado, os princípios 
da conservação se aplicam e são utilíssimos para obter informações sobre 
o sistema. 

Mais adiante o teorema (ou princípio) da conservação de energia 
mecânica será ampliado, de modo a incluir também o calor (a conser- 
vação da energia mecânica mais a energia calorífica é o que se chama 
primeiro princípio da Termodinâmica). 


Em Física moderna, em que inúmeras partículas e fenômenos novos 
foram descobertos no interior do átomo, as forças são muitas vezes des- 
conhecidas e é preciso basear-se essencialmente nas leis de conservação 
para obter informações sobre elas. O poder das leis de conservação pro- 
vém do fato de que elas são independentes dos detalhes da trajetória e 
ligados intimamente às propriedades da invariância. 
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3. O teorema do impulso 


Calculemos agora o efeito integrado de uma força que atua numa 
partícula, num intervalo de tempo finito 


Tr =ti-to 
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Uma medida adequada deste feito é dada pela integral 
hs 
1 = Fdt 
te 
denominada impulso da força no intervalo 7. 


! fe ar v 
pa 1 —s | dv Lo os 
Fat=m f d=mf dv 
to 


medo mp 
onde vo e v) são as velocidades de partícula nos instantes to e tt. Daí 


decorre 
> As = > 
l= / F dt = mv, - MV, 
to 


O impulso da força F no intervalo r = ti-to é igual à variação da 
quantidade de movimento da partícula no intervalo de tempo no qual a 
força atue. (Teorema do impulso.) 


O caso mais interessante de aplicação do teorema do impulso é 
aquele em que a força é muito grande mas atua durante um intervalo 
muito curto; este é o caso dos impulsos aplicados numa bala pela explosão 
da pólvora num cartucho, ou impulso aplicado por um golpe de um mar- 
telo (fig. 119). Neste caso F — wo mas 7 — O de modo que o corpo não 
tem tempo de se mover durante a aplicação da força: tudo o que ocorre 
no tempo + é que o momento do corpo varia mas não a sua posição. 
Suponhamos nas condições acima que apesar de F> o e 71>0 que 


Ie= J F dt seja finita 


F 


— em a a ca e cmi 





Fio. 119 
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4. Potência 


A potência é definida pela relação 
isto é, a potência é a derivada do trabalho em relação ao tempo. 

Se F não varia muito rapidamente com o tempo pode-se dizer que a 
potência é o trabalho realizado por unidade de tempo. 


Como dW = F dr 


«> 
dW dr —  — 
ah de e ad 


A potência média num intervalo de tempo T = ts -t; é definida por 
am 1 ha 
P = f P(o) dt 
h 
O trabalho W é medido em joules no sistema MKS 
1 joule = 107 crgs 


onde o erg é o trabalho realizado pela força de 1 dine quando movendo 
uma partícula de um centímetro, se a força atuar na direção do movi- 
mento. 


À energia cinética e potencial têm a mesma unidade que o trabalho. 
A unidade de potência é o watt 


1 watt = 1 joule/s 


O múltiplo comum do watt é o quilowatt = 1.000 watts. 


O quilowatt-hora é uma medida de trabalho que equivale a 3,60 X 
X 10º joules. 


EXERCÍCIOS 


1. Na fig. 120 calcular o trabalho realizado pela 
força elástica 


F =-k&P-0) (k>0) 


quando seu ponto de aplicação é deslocado desde o 
ponto 4 até o ponto B, distantes de Or, erp res- 
pectivamente. 





1 
Resposta: Was = o (rã, = r8) 


Fra. 120 
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2. Na fig. 121 calcular a energia potencial da força elástica no ponto P distante r 
de O, em relação ao referencial PR, distante ro de O. Sabe-se que o comprimento 
da mola descarregada é L e que sua constante elástica é k. 






Solução: 


(fixo) 
potp = WP->PR O 


Mas F = —k(r — L), e pelo teorema anterior a 


k 
Was = 2 (14 - 15) 


Então EN 


k 
fpotp = 9. p=) rosa] Fia. 121 


3. Na fig. 122 esquematiza-se um pêndulo simples de comprimento | = Sm e massa 
m = 2kg, em equilíbrio na posição indicada graças a uma força horizontal conve- 


—) 
niente. Diminui-se lentamente o módulo de F (sem- 
pre horizontal), até que a esfera pendular fique na 
posição natural de equilíbrio (posição B). Calcular 


o trabalho realizado por F. (g = 10m/s?) 
Solução: 


Seja a o ângulo correspondente a uma posição 
genérica do pêndulo. Da figura tiramos 


=) 
|F|=mgtga 





Da definição de trabalho vem 


—s, —, 
dW = F.dP = F projadP = F 
—) 
=-|Fl|.I|dP|. cosa 


intão dW = -mg tg a cos « |dP | 
; dW = -mg sen a. 1 |da | 





o 
WiB = mal f sen « | da | 
600 
WaB = -mgl (1- cos a) 
| AB = -50J Ds 
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4. Aplicando a definição de trabalho, calcular o trabalho realizado pela força-peso 
— > 


P = mg, quando seu ponto de aplicação é deslocado de 4 até B, de acordo com a 
fig. 124. 
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X Fro. 124 
Solução: E a 
Peso: P = mg k 
Vetor posição: 


P - O =zi+y) +2k 
dP = dzi + dyj + dk 


mp 
-Jr.ap 
ÁB 


> —> > > 
Wi = f mk. (ari + dy) + dz k) = 


1 


Definição de trabalho: 


No caso 


B 
=-m [ de=-mZs-Z4) 


| Wo = - myZs - 24) 


5. Uma partícula P se desloca, de um ponto 1 a outro ponto 2, seguindo uma certa 


=) 
trajetória C. Uma das forças que atuam sobre a partícula P é a força f = uz 1 Ran x j j 
onde ue A são constantes conhecidas. Pede-se calcular o trabalho realizado pela 


força f no deslocamento considerado, sabendo-se que 1 e 2 são os pontos de coorde- 
nadas (r, 0,0) e (0,7,0) e que: 


a) Céo arco de circunferência que passa pelos pontos 1 e 2 e cujo centro é a origem 
cartesiana 


bd) C é o segmento de reta que une os pontos 1 e 2 
emp 

c) demonstrar que f é conservativa 

Respostas: 


o (u+D) » DD (u+N; o f7ar=D4+N 
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6. Uma bola de 1kg bate verticalmente no chão com velocidade de 25m/s e volta 
com velocidade inicial de 10m/s. a) Que impulso age sobre a bola durante o seu 
contato com o chão? b) Se o contato dura 0,02s, qual é a força média exercida pelo 
chão (fig. 125)? 


m = lkg 
a) Pelo teorema do impulso: 
- > — -, -—+ se 
[= p2-p = m(vz-vi) p2=Mvz 
I = m(va-v1) 
No caso, vi = 25m/s e vz = — 10m/s 
Então pizmy 
I =1(-10-25) .'. I=-35kg.m/s (O 
ou seja: | 35kg . m/s para cima | Fra. 125 
b Pe [ Pu-r F das 
) RR so m: AVA . . m — “0,02 


| Fm = 1.750N | 


7. Uma caixa é colocada sobre o prato de uma balança, que é ajustada para indicar 
Okg quando a caixa está vazia. Derrama-se depois uma torrente de pedregulhos 
dentro da caixa, com p pedregulhos de massa m kg caindo por segundo dentro da caixa 
a partir de uma altura h metros acima do fundo da caixa. Se as colisões dos pedre- 
gulhos com a caixa são totalmente inelásticas, que peso indicará a balança t segundos 
depois que os pedregulhos começam a cair na caixa? Dar uma resposta numérica 
para p = 100s-!, h = 6m, m = 0,005kg e t = 10s (fig. 126). 


Resposta: 
Seja AM a massa que cai em At segundos 

AM = p.aAt.m; At =t-0 =t 
A velocidade de cada pedregulho ao atingir o prato 


v =V2gh 


A variação de quantidade de movimento que sofre 
a massa AM é 


-----0 


h AP =0-4AM.v =-p.At my 
E E 
O : . “ At = P. 
Fio. 126 Pelo princípio fundamental da Dinâmica 


AP > 
— = R (resultante das forças) 
AP 


=p —» —, o 
e P + F, onde P é o peso da massa AM e F é a reação do prato. 
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Então 
AP od : 
Rg Ss PA+F, onde P e F têm sinais próprios 
e 
AP 
F = E - P = -p.mo - AMg 


F=-p.mv-p.At.mg 
A ação sobre o prato é 


F' = p.m + p.magt | 


| F' = p.m(V2gh + gt) | 


F' = 100 X 0,005(V2 x 10 x 6 + 10 x 10) 


8. É dada uma partícula de massa m em movimento retilíneo ao longo do eixo dos x, 
sob a ação de uma força F(t) = kt e-at? onde k e a são constantes positivas (fig. 
127). Sabe-se que para t = O: vo = 0. Pede-se: 


Aplicação numérica: 


a) o impulso produzido por F no intervalo de tempo Bis = 

b) a energia cinética da partícula no instante to para o qual F é máxima 
c) a potência instantânea no instante genérico t 

d) a potência média no intervalo q|———|], 


F(1) 







2 
Flt)kte! 


t 
to 
Fia. 127 
Solução: 
a) dl = Fdt=kteat.dt.c. I=m(v-vo) =m = 
t 
k nt 
aci f eat dt = 5 (mat 
0 


k 
E Za Elen) 
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b) Calculemos o instante to para o qual F = 


= Fmaz 
, 1 
0 = ——— 
N 2a 
Cálculo de » 
[=m = x (1-cat) ct. v= o (1 — eat?) 


Cálculo da energia cinética num instante genérico t 





1 1 ka 
= — 2 = — ———eme—— e—- at? 2 
E, dad 2 "amas gra?) 
k2 
= gmça 1- cs 
e, para L t is vem 
, — 0 = - 
V 2a 
k2 
Po ao 


k 
= = -qt? , —— — gratl? 
co, P F.v=kte am (1 grat?) 


k2 
P=-— teat (1 — cal) 











2m 
k2 
ES Saca E al2)2 
SC ienoesas S 
P Ei ey? 
"= gm ad EGP) 


Um vagão de estrada de ferro (fig. 128), aberto em cima e de área horizontal 4 = 10m? 
move-se sem atrito ao longo de trilhos retilíneos, com velocidade uniforme de vo = 


= 5m/s. Num dado instante começa a chover verticalmente à razão de 0,01 I/cm2.s. 
A massa inicial do vagão é mo = 20t. Calcular: 


a) à função m = f(t) 
b) a função m = f(v) 


c) a função a = f(t), onde q é a aceleração absoluta do vagão 
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Solução: 


dm 


2) | 


= 0,01 X 10 x 104 = 1.000//s .*. dm = 1.000 dt 


m-mo = 1.000t .*. | m = 20.000 + 1.000 t Gg 


Am - massa 
de água que 
cai em t seg. 





Fira. 128 
b) No instante inicial No instante t 
= -— -+ —, — 
Po = Movo + Amvi p=mv 


Pelo teorema do impulso 


- > — 


É cê -— — 
f Fa-p-po = mo-moo - am. 
0 


Projetanto na direção do movimento vem 


O =mv-movo .*. mv = moro 
Mo .vo 20.000 x 5 . 105 
m=—"—"— =D D—ºÕ. m=— 
v v v 





c) Da equação acima tiramos 





mdv + vdm = 0 ma qua O 
p IM e dm 
aged LT 10 X 1.000 
mo m? (20.000 + 1.000 02 
100 
qa = 


“(20492 
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10. Na fig. 129, AB é uma pista de lançamento de foguetes, inclinada de «o com a 
horizontal. O sistema inicialmente em repouso apóia-se, sem atrito, em um car- 
rinho sobre trilhos retilíncos. A massa do carrinho + plataforma é m, = 10t e 
a massa do foguete F é mz = lt. Um observador fixo à Terra vê o foguete aban- 
donar a plataforma com velocidade Vo = 500m/s e formando 30º com a horizontal. 





Calcular: 


a) a veldecidade do carrinho após o lançamento 


b) a velocidade do foguete em relação à plataforma, no instante em que abandona 
a mesma 


c) o ângulo «o 
Solução: 
coma 
a) Estado inicial: pi = 0O.(m +mo) = 0 
ndo —», —» 
Estado final: Pp = mi Ve «e maVo 


Pelo teorema do impulso: 


' — € 
f F dt =mvV. + maVo 
0 


= 
onde V, é a velocidade absoluta do carrinho. As forças externas agentes, peso e 
reação do apoio, são verticais e não dão impulso horizontal no sistema. Então, 
projetando esta equação num eixo que tem a direção dos trilhos e sentido da 
direita para a esquerda vem: 


O =miVe-ma Vo cos30º .'. Voa + — Vo cos 30º 
1 


No caso 
Vo = + 500m/s; m, = 10t; mz = It 


N3 
3 


| V. = 25 NV 3m/s 


Então 1 : 
Ve = + 10 (+ 500) 
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b) Vis = Yra + Tait 
No caso: Vo = Vrel + V. 





lisas o asda 


Ve La ————— ge 


| |Vo | cos. 30 + | Ve | 


Fra. 130 
0 
No triângulo retângulo OMN (fig. 130) tem-se 


o = Vo sen? 30º +4- (| Vo | cos 30º + Vo)? 


V2,/ = 500? — + (500 * 2 + 25 3) = HER + 3x 2752 
| Vrel = 538m/s | 
c) Ainda no triângulo OMN: 
| Vo | sen 30º a Da 
tg dO Ses = TE E ES Ce E Z = = 0,525 
[Vo | cos 30º + [V. | 275 3 
ao = 27,1º 


Note-se que o atrito entre a prancha e o corpo C não interfere no resultado. 


11. Num barco acionado por um motor a jato, à água entra no compressor € com ve- 
locidade absoluta praticamente desprezível e sai com velocidade absoluta de 50m/s. 
Calcular a força propulsora do motor, sabendo-se que a vazão de água no compres- 


sor é 2001/s. (fig. 131). 
=] FE a Vs 


Fira. 131 






Solução: 


Seja dm a massa de água que entra no intervalo de tempo dt, com velocidade 
absoluta v.; no mesmo intervalo dt sai dm com velocidade v,. Seja m a massa de 
água do barco. Pelo teorema do impulso podemos escrever: 


> - > — > 
dm.ve- mv + Fdt = dm.v + mv 
Nf a SD Nzad WS 
quantidade de impulso que a quantidade de 
movimento da água sofre do movimento da 
água no instan- barco. água no instan- 


tc é. te t+ dt 
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13. 


14. 


dm 
dt 


Pelo princípio da ação e reação podemos dizer que a força propulsora é 





No caso: Fdt=dmv, .'. F= vs =200X 50 .*. F = 10.000N 


- Na figura 132 tem-se uma prancha AB de massa M = 500kg apoiada sem 


atrito sobre um plano perfeitamente liso e horizontal. No ponto B encontra-se 
um pequeno automóvel de massa m = 1.000kg. O conjunto desliza por inércia 
com velocidade vo = 5m/s. Em dado instante o automóvel parte no sentido indicado, 
atingindo a velocidade relativa v, = 72km/h no ponto Á, onde abandona a prancha. 
Calcular a velocidade no final da prancha. 

=) 


Resp.: 18,3m/s no mesmo sentido de vo 


Ê ————"EO 4 w 


TERRE” 


Fia. 132 


Um avião a jato voa horizontalmente com a velocidade de 300m/s. Seu motor 
é atravessado por ar que entra com velocidade absoluta desprezível e sai com 800m/s 
relativamente ao avião. Determinar a força propulsora sabendo-se que a vazão 
de ar no motor é 80kg/s. 


Resp.: 40.000N 
É dada uma metralhadora que atira balas com velocidade de 800m/s. As balas 


têm massa de 40g e o atirador pode resistir a uma força média de recuo de 160N. 
Calcular o número máximo de projéteis atirados por segundo. 


Resp.: 5 


VI 


ATRITO 





Estudemos, inicialmente, o movimento de um 
Doo corpo (ponto material) apoiado sobre uma super- 
o fície horizontal (fig. 133). 
7, “Atua sobre o corpo a força-peso, de cima para 
baixo, que é a resultante da atração gravitacional 
que a Terra exerce sobre. ele 


Fio. 133 P Pia 
= - mg 


O 


Sob a ação desta força, o corpo cairia; a função da superfície é, pois, à 
de impedir que isto ocorra. A força P se transmite à superfície(*) e devido 


ao princípio de ação e reação uma força igual a P (de baixo para cima) 
atua sobre o corpo; esta força de reação representa o papel que a super- 
fície exerce e a substitui para a análise do problema que estudamos. Po- 


demos, pois, pensar o corpo como sujeito às duas forças mg e Fye livre 
emp => 
no espaço; como Fy = mg, o corpo está em equilíbrio (fig. 134). 


En 


mento 
mg 





Fra. 134 Fia. 135 


Se a superfície for inclinada, o problema será um pouco mais compli- 
cado (fig. 135). 


(*) Se a superfície for fraca, poderá romper-se e deixar que o corpo caia efetivamente; isto não signi- 


7) 
fica nenhuma violação do princípio da ação e reação; significa, apenas, que a força P é superior às proprie- 
dades de resistência do material que constitui a superfície. 
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O peso P = mg do corpo pode ser projetado sobre a normal ao 
plano AB, 


ce 
| Pp | = P.cos6ô = mg coso. 
om) 
A componente P, da força que a Terra exerce sobre o corpo atua 
comi 


sobre o plano AB e provoca o aparecimento de uma reação Fw que tam- 
bém age no corpo. Podemos, pois, substituir o plano AB por esta força. 
O problema de Mecânica que temos é, pois, o de um corpo sobre o qual 
atuam duas forças: 


— - 
1) o peso P = mg 


2) a reação da superfície 
= — 
Fn = Pn 
Compondo estas duas forças, obtém-se a resultante 
| Pr | = mg sen 6 


que faz com que o corpo caia ao longo do plano inclinado (fig. 136). 


s 


Las. bssSisss 
Ssasnsascasaa csanaa a 





Fira. 136 Fra. 137 


Se desejamos que este corpo permaneça em equilíbrio, é necessário 
mat 


aplicar uma força igual a Pr, em módulo, mas de sentido contrário (para- 
lela ao plano inclinado) (fig. 137). 


1. Atrito estático 


A experiência mostra que um corpo apoiado num plano inclinado 
(sem que outras forças atuem sobre ele) não se desloca a não ser que o 
ângulo 8 do plano inclinado seja maior que um valor mínimo y. Tudo 
se passa, pois, como se houvesse outras forças em jogo que '“'prendessem” 
o corpo ao plano e não o deixassem movimentar-se. (O mesmo ocorre 
com um corpo numa superfície horizontal, que não se movimenta sob a 
ação de uma força qualquer, mas que exige uma força mínima para começar 
a se movimentar. Após iniciado o movimento, contudo, a força neces- 
sária para manter o movimento torna-se menor (mas não nula, contra- 
riamente ao que se esperaria da lei da inércia). É como se restassem 
uns “tentáculos” que, partindo da superfície, continuassem a reter o 
corpo, necessitando ser rompidos a todo instante. 
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À êste fenômeno se denomina atri- 
to. A origem do fenômeno é a exis- 
tência de forças entre as moléculas 
do corpo e da superfície; se a super- 
fície de contato do corpo com a super- 
fície fosse perfeitamente plana, a força 
de atração poderia ser considerável. 
Este é o caso de duas placas de vidro 
bem limpas que, uma vez postas em 
contato, dificilmente se separam (mes- 
mo no vácuo). 


Há porém, complicações que se 
adicionam aos efeitos das forças: 
intermoleculares: as superfícies nunca são perfeitamente “lisas” e as 
imperfeições constituem (além do efeito discutido acima) verdadeiros 
obstáculos mecânicos ao deslocamento (fig. 138). É preciso removê-los 
e, cada vez que o corpo se põe em movimento, uma força é necessária para 
isso. É claro que este processo “gasta” as superfícies em contato. 

Devido à complexidade do fenômeno (que depende da natureza das 
superfícies em contato, impurezas, acabamento de superfície, etc., além 
de outros fatores) só é possível estabelecer leis empíricas sobre a fricção. 
Para superfícies secas, estas são as leis de Coulomb estabelecidas em 1781. 


Eid 


a 


á o DA DES 
Td do 





Fira. 138 


mm 

Chamando de F, (força de atrito) a força necessária para pôr um 

corpo em movimento sobre uma superfície, pode-se enunciar as leis do 
atrito da seguinte forma: 


1) A força de atrito é independente da área (4) de contato(*). 
2) A força de atrito é proporcional à força (Pw) que o corpo exerce 
sobre a superfície. 


3) Para velocidades baixas, a força de atrito independente da 
velocidade do movimento relativo (v). 


Estas leis se referem todas ao atrito estático que aparece quando o 


my 
movimento se inicia. Elas simplificam muitíssimo a dependência de F4 
com as variáveis do problema; em lugar de escrever 


—, —, 
Fa = uG(A, v, Pn) 


onde uy é uma constante que depende das superfícies (coeficiente de atrito), 
pode-se escrever simplesmente 


— =, 
Fa = uPy 
(*) As forças intermoleculares são tanto maiores quanto maior a superfície de contato; esta lei parece, 
—+ : 
pois, absurda. Na realidade, devia-se esperar que F 4 fosse proporcional a 4. O que acontece, realmente, é 
que se o corpo pesar muito pouco não há, praticamente, pontos de contato entre duas superfícies (a área de 
> > 
contato é desprezível); quando Pp; aumenta, 4 cresce e F 4 também. Sob este ponto de vista, a segunda lei do 
atrito engloba a primeira. 
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COEFICIENTES DE ATRITO 


Materiais atrito estático atrito cinético 


Couro em madeira 0,3 - 0,5 
Couro em metal 

Metal em metal 

Metal em madeira 

Madeira em madeira..... 

Aço em gelo 





2. Cone de atrito 


O coeficiente de atrito tem um significado geométrico muito simples 
e que estabelece as bases para o método pelo qual pode ser medido. 


Se o corpo está sobre uma superfície plana, atuam sobre ele a força- 
peso P, a reação do plano F n, além de F a. A força F A Se comporta como 


uma mola que prendesse o corpo e tentasse impedi-lo de se movimentar; 
esta força se opõe sempre ao movimento (fig. 139). 







d 


Z 


Pe 


GE o pe 


Fio. 139 


q: 
FORCA ) 


EXTERNA 
APLICADA 


Compondo F, e P, tem-se um cone de ângulo q» (fig. 140) tal que 
u = tgo 


=) 
Enquanto à resultante da composição da força aplicada F e da força- 
peso P cair dentro deste cone, o corpo não se moverá. Por outro lado, se 


md 
o corpo estiver num plano inclinado, as forças que atuam nele serão Fw, 
> —» 

PefF A. 
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Fra. 140 Fra. 141 


Se o ângulo q é tal que à a força 1 resultante que. atua no corpo é zero, 
então a soma de Fw e F, (Fy + Fm R) é igual a P. 


Nesta condição, o corpo está em equilíbrio; para um ângulo menor, 
ele não se movimenta; para um ângulo maior, ele começa a cair ao longo 
do plano inclinado (fig. 141). 


É fácil ver que a condição limite de equilíbrio é 


—, —, 
[Fa | = |Pgl] 
—+, 


ps 

Fa = pg Fw = umg cos q 
—) 

Pr = mg senqy 


isto é, 
umg cosp = mg sen q 
uu = tgo 
y é denominado ângulo de repouso (ou ângulo de atrito). 


Para os coeficientes de atrito usuais (u = 0,5), q é da ordem de 30º. 


3. ÁAtrito cinético 


Uma vez que o atrito estático seja vencido e o movimento se inicie, 
o coeficiente de atrito cai, como se pode ver na tabela acima. | 


Para o atrito cinético, porém, a força de atrito depende da velocidade, 
como se pode ver na tabela abaixo, apesar de esta dependência não ser 
muito acentuada. 
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VARIAÇÃO DO ATRITO CINÉTICO COM A VELOCIDADE 


Velocidade Coeficiente de atrito cinético 
(cm/s) (aço sôbre aço) 


vo = 0,00025 0,53 
10 vo = 0,0025 0,48 
10200 = 0,025 
103%v0o = 0,25 
10tvo = 2,5 
108vo = 25 
10%o = 250 


A uma variação da velocidade de um fator 10% corresponde uma 
variação de um fator 3 no coeficiente de atrito cinético. 


Para velocidades não muito elevadas, a força de atrito é proporcional 
à velocidade: 


=) — 


Ra A) 


EXERCÍCIOS 


1.. Um automóvel percorre um trecho circular de uma pista cujo corte está indicado 
na figura. O piloto mantém sempre a distância de 5m do lado interno da pista; o 
perfil da pista neste trecho é um arco de parábola (fig. 142). Determinar: 





a) qual a E a ser mantida para que a força de atrito entre o solo e os pneus 
seja nula; 


b) qual a velocidade máxima que pode ser atingida sem derrapar. O coeficiente 
de atrito entre os pneus e o solo é 0,6. 


Solução: 


Sendo nula a força de atrito, a reação do solo sobre o automóvel é normal à tan- 
gente à pista no ponto considerado. 
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Fra. 143 
Pela fig. 143 tem-se 
H 
Y = ta te. H=Vtga mas V =P 
H = Pitga 


A força H é a força que obriga o móvel a descrever a curva. 





Neste caso: 
2 
a =Ptga .'. v2 =grtga 
É preciso agora determinar tg a. Tem-se: 2x2 = ky, pois o perfil da pista é um 
arco de parábola. Para z = 20m, a extremidade da pista y = 10m. Então: 
400 = k.10 .º. k=40 .". 72 = 40y | Pela interpretação geométrica 
da derivada: Pre eee 
à dy y 
Ta = 4 o. É === = ft 
2 dz Ody dz 20 tg a 
No ponto x = 5m tem-se: t Ed mis 
po =. m-se. ga = 20 = 4 
Portanto 
v2 = 10 x 90 X E = 225 .'". |v = 1ôm/s = 54km/h 





Fic. 144 
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Havendo atrito (fig. 144) tem-se 


f = R seno 
R cos6 = P cosa 
f=Ntgo 
uN = Ntgo 
u = tgôo = 0,6 
0 = 31º 


7 =tga+o) .. H=Vigo+a) 


P v? 
Ha = Ptg(a +06) = o E v? = gr tg(a + 0) 
ga = . a=14º.*. «a+0 = 14º 431º = 45º e tg45º =1 


km 


h 


v2 =10.90.1=900 .". v=30 v = 30m/s = 108 





2. A figura 145 representa uma corrente de comprimento L = 3m na iminência de 
escorregar. O coeficiente de atrito entre o plano de apoio e a corrente é 


u = 0,25. 


Fio. 145 


Desloca-se levemente o elo 4 para baixo. 


Determinar a velocidade da corrente no instante em que o último elo B deixa o plano 
horizontal. 


(g = 9,8m/s2) 
Solução: 
Seja p à densidade linear da corrente. Teremos pela lei de Newton (fig. 146): 
p.z.g-Far = p. La 


exg —(L-z)p q = pLa 


o (Ee 
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e L-X | 


Fra. 146 


Chamemos xo o valor de z quando a corrente está na iminência de escorregar 
(a = 0) 








“1l+u ; o ue 
0 = L BU o SO 
Por outro lado 
Do bd, ., 
à a dz dd "0% 


Comparando as duas expressões da aceleração 


& (Lens) 
dz L “7H4)9 


l+u 








“o. vdv = L gxdx —- ug dz 
v2 1 + ug x? 
Te nan dt 


Cálculo de € 


Sabemos que para x = Zo: v = 0. Então 





O +ug ul? ul 
que 2L (1+ 4) O ar 
O u2L? 
fe 21 + q) ? 

Substituindo-se acima vem 

2 Ut, u2 L 

2 2; *“-“"o2taaro! 
Para x = L teremos finalmente 

2 

o o. U+tuogça. Lo 

à mp CR DO 





= gL 9,8 x3 
vp = = ——————e 
l+u 1+ 0,25 





v, = 4,85m/s | 


Mecânica do ponto 169 


d. Uma pequena esfera de massa m = 100g e densidade p = 1 penetra com velocidade 
vo = l4m/s, verticalmente, num lago de profundidade h = 3,5m (fig. 147). O 





coeficiente de resistência viscosa é € = 0,20 


Calcular: 


a) a função v = f(Z), onde v é a velocidade escalar da esfera e Z a profundidade 
num dado instante 


b) o tempo que decorre para a esfera atingir o fundo do lago 


Solução — PARTE a: 


Forças que atuam na esfera: 


peso (P), empuxo (E) e resistência viscosa (R) 





Fio. 147 


Pelo princípio fundamental da Dinâmica teremos 


P-E-R=mZ 


Mas p=1 = págua 

Então P=E 

e portanto -R=mZ .t.cou=mZ.'.-co=mv 
Mas pa DadEaL. 
Então memo. .do=- E da 
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v c z c 
fa=-=fa e. v-v =-— 2 
m m 
0 








vo 
c 0,20 . | o | 
va do ao O Sa v = 14-22 
PARTE b: 
dz ) dz 
“de = 14 - 22 RE 14-27 = dt 
o * dz É é 1 z 
aC / 14-92; É f dt .'. 2 [In(14 — 22) = 
0 0 
1 lê-2Z2 “o, . 1, 14 
Sa “gro 


Para 2 = Ah = 3,5m vem 


1, 14 1 1 = ES | 
t=9In5 =91n2=5X017 . . | t= 0,35 


4. Sobre um disco horizontal coloca-se um corpúsculo a uma distância d do centro. 
O coeficiente de atrito entre o corpúsculo e o disco é yu. Partindo do repouso impri- 
me-se ao disco uma aceleração angular a constante, fazendo-o girar em torno de um 
eixo que passa pelo seu centro. Calcular a velocidade angular w para a qual o cor- 
púsculo fica na iminência de escorregar (fig. 148). 


Resposta: EST 
P a Vs = 82 
d?2 


a 








Fra. 148 


ô. Na fig. 149 observa-se um bloco de madeira de massa M = 490g em repouso num 
plano horizontal. Seja yu = 0,25 o coeficiente de atrito entre o bloco e o plano. Uma 
bala de massa m = 10g é atirada contra o bloco, atingindo-o com a velocidade de 
500m/s, horizontalmente, e ficando nele engastada. 






m v=500m/s 
RED 


z 
IN 


Ra Rs SERA O Se ROO DR E E RR E ER E ES 
ESSE ÇA A DPS dE AE JS 


Fia. 149 
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Admitir g = 10m/s? 
Calcular: 


a) a velocidade do conjunto imediatamente após o impacto 
b) a distância que o conjunto percorre até parar 


Solução: 


a) Conservação da quantidade de movimento: 
ER ui 
+ M 


10 E pras 
V = 00 500 +. | V = 10mjs | 


b) Teorema da energia cinética: 


mo + 0=mV +MV .t. V= 


Tatrito = > (m+ MV? = uM +m)g.d 
d = 20m 


6. Na figura 150, o plano xy é horizontal e uma partícula P, de massa m, encontra-se 
em repouso no ponto 1. 





Fira. 150 


Transporta-se P, sempre no plano zy, de 1 a 2 por dois caminhos diferentes: 
a) pelo segmento de reta 12 = L; 
b) pela semicircunferência de diâmetro L. 


Sendo u o coeficiente de atrito de escorregamento entre a partícula e o plano, calcular 
o trabalho realizado pela força de atrito nos dois casos. 
Respostas: Wiz = -umgL 

Wiz = -umgrL 


vt 


FORÇAS GRAVITACIONAIS. 
A ATRAÇÃO UNIVERSAL 





A existência da força gravitacional foi inferida de uma variedade 
de maneiras; historicamente foi a análise das leis empíricas de Kepler 
que a estabeleceu como a responsável pelo movimento dos planetas. 


1. As leis de Kepler 


As leis de Kepler representam uma síntese poderosa de inúmeras 
informações astronômicas obtidas durante muitos séculos que antece- 
deram Kepler. Entre outras coisas, elas conduziram ao abandono da 
teoria de Ptolomeu, que colocava a Terra como centro do universo, em 
torno da qual giravam os demais corpos celestes (sistema geocêntrico); 
esta teoria é aparentemente razoável porque corresponde às observações 


ALTAIR 
dr 


o 
AQUARIUS 
AGOST.1 


JUL. 1 


FOMALHAUF 





Fio. 151 
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superfíciais que fazemos cada dia (o Sol parece girar em torno da Terra, 
“nascendo” no oriente e “se pondo” no ocidente). As suas dificuldades 
só começam quando observações mais precisas são feitas: como os pla- 
netas têm velocidades diferentes entre si, é preciso supor que existem 
diversas esferas celestes que giram em torno da Terra como centro: as 
estrelas fixas se supõem presas a uma outra esfera mais distante. 


Como, além disso, as órbitas não são esféricas e algumas delas são 
até caprichosas, como a de Marte (fig. 151), é preciso supor, ainda, que 
os planetas descrevem pequenos círculos em torno da esfera celeste que 
lhes é própria (epiciclos). No fim da Idade Média, o sistema de Ptolomeu 
ficou tão complexo que eram necessários mais de oitenta epiciclos para 
explicar o sistema planetário (fig. 152). 





PLANETA 4 


O TERRA 


Fra. 152 


O movimento de Marte, quando observado da Terra, foi a maior 
dificuldade encontrada no sistema geocêntrico: a órbita de Marte é maior 
que a da Terra e o seu ano é de 687 dias, ao passo que o da Terra é de 
365 dias; como o raio da órbita de Marte é, aproximadamente, 1,5 vezes 
o da Terra, isto significa que a velocidade dos dois planetas na sua órbita 
não é muito diferente. 


Enquanto a Terra percorre os arcos ab, cd e ef, Marte percorre AB, 
CD, EF, sendo que ab = cd = efe AB = CD = EF (fig. 153). Enquanto 
a Terra vai de a para b, Marte vai de 4 para B e a reta que une os dois 
planetas gira na direção anti-horária. Quanto a Terra vai de ca d Marte 
vai de C à D, porém a reta que une os dois vetores gira na direção ho- 


174 Física geral e experimental 


rária; finalmente, no trecho ef a reta 
eE volta a girar no sentido anti-ho- 
rário. O problema é compreender a 
inversão de sentido no movimento 
de Marte. 


Coube a Copérnico sugerir uma 
tremenda simplificação deste siste- 
ma, colocando o Sol no centro do 
sistema planetário e os planetas gi- 
rando em órbitas circulares em torno 
dele. O movimento peculiar de Mar- 
te é explicado facilmente neste sis- 
tema, como um caso especial de 
movimento relativo, uma vez que 
um observador na Terra se encontra 
numa plataforma girante ao obser- 
var Marte. 





A trajetória aparente de Vênus 
é dada na fig. 154. 


Finalmente, as observações precisas de Tycho Brahe levaram Kepler 
a formular as leis corretas do movimento dos planetas. 


TRAJETÓRIA APARENTE DE VENUS - 1969 





Do Anuário do Observatório de S. Paulo (Gentileza do Prof. ABRAHÃO DE MORAES). 
Fio. 154 


As leis de Kepler são as seguintes: 


a) Os planetas giram em torno do Sol, em órbitas elíticas, nas quais 
o Sol ocupa sempre um dos focos. 


b) 4 reta que une o Sol a um planeta varre áreas iguais em tempos 
iguais (fig. 155). 


c) O quadrado do tempo necessário para um planeta completar uma 
volta em torno do Sol é proporcional ao cubo do semi-eixo maior 
da elipse. 
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Vejamos como descobrir, a partir destas leis, a lei da gravitação. 


As elipses que os planetas descrevem são bem próximas de círculos; 
nessa aproximação deve existir uma força F no planeta, dirigida para o 
Sol, que é dada pela fórmula 





Mp 4m72r 
F =mp wr = 2 
pois 
27 2mr 
ES ea 
v=wr Fia. 155 


onde T é o período de tempo para uma revolução em torno do Sol (um ano 
para a Terra), v é à velocidade do planeta, m, é a massa inercial do pla- 
neta, r o raio da órbita do planeta. 


A terceira lei de Kepler nos diz que 
T2 = C 1 r3 
onde 0; é o mesmo para todos os planetas. 
Combinando a expressão acima para F com a expressão de C4 obtém-se 


Ci r2 





F = 


2. 4 lei da atração universal 


Conclui-se desta fórmula: 

a) à força do Sol num planeta é proporcional à massa inercial do 
planeta; 

b) a força varia com o inverso do quadrado do raio da órbita; 

c) à força é dirigida na direção do Sol. 

Por outro lado, pelo princípio da ação e reação, o planeta exerce sobre 


o Sol uma força que deve ser dada por uma expressão análoga à da fórmula 
acima, onde deve entrar a massa do Sol. 


É claro, portanto, que a força de atração deve ser realmente em 
módulo 


Msmo 
72 


F=G 





onde m, e m, são as massas inerciais do Sol e do planeta e G uma cons- 
tante. 
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3. 4 universalidade da lei de atração 


entre as massas 


A grande contribuição de Newton não 
foi o estabelecimento da lei do inverso do 
quadrado da distância, mas a unificação que 
fez entre o fenômeno da atração entre os 
planetas e a queda dos corpos na Terra. 
Esta unificação é longe de ser trivial, pois as 
idéias aristotélicas da época postulavam jus- 
tamente uma diferença básica entre os cor- 
pos na Terra e os corpos celestes. 


Há duas maneiras de fazer esta conexão: 
a primeira consiste na observação de que 
assim como a Terra atrai a Lua, atrai tam- 
bém um corpo qualquer na superfície da Terra 
(uma maçã, por exemplo). Newton postulou que toda a massa da Terra 
pode ser considerada como concentrada no centro da Terra para este 
cálculo o que constitui, realmente, um passo audacioso para a época(*). 
Se a Terra (0) atrai a Lua (4), esta ca? sobre a Terra. Se não caísse, 
descreveria a trajetória AB; devido à atração da Terra, ela “cai” a 
distância BP (fig. 156). Vejamos quanto vale BP em um segundo. 


No A ONP 





Fira. 156 


(r-y)) +72 =r? 


z2 = 21ry-y? 
e, como y << 1 
z2 
2 =2 4 = — 
x Ty y 2r 
mas 7º =» 8? y = 2 
2r 


(*) Se dividimos a Terra em pequenos elementos de 
massa dM pm pd V (p 6 a densidade da Terra) a força gravi- 
tacional entre cada um destes elementos e uma massa m situada 

emp 
pdVm 
r2 





=) 
em Pédj = G —, onde r! = 8! + Rº- 2s R cos 6, 


=> 
Integrando dj sobro toda a esfera obtím-se a força total 
entre a Terra e m (fig. 157) 


Esta integral pode ser calculada e obtém-se 


ps 
E Mr.m R, 
4 





Fia. 157 


Mecânica do ponto 177 


A distância r da Terra à Lua é de 380.000km. O período de revo- 
lução da Lua, T = 27,3 dias = 2,4 X 10ºs; portanto, em um segundo 
8 = 1.000m. 


Donde se conclui que em um segundo a Lua “cai” 
y = 1,3 X 10-ºm 


Vejamos, agora, um corpo na superfície da Terra; em um segundo ele 


cai 4,9 metros. Portanto, um corpo na superfície da Terra cai 


4, o 
. . 12 v 1N-3 —— 
= 3.700 vezes mais rapidamente que a Lua. H826-10 


Uma vez que a relação entre o espaço percorrido e a aceleração é 


1 5 : . ; a 
e = > at”, 0 que acabamos de dizer implica que a aceleração de um corpo 


na Terra é 3.700 vezes maior que a “aceleração de queda” da Lua sobre 
a Terra. 


Isto é o que efetivamente se pode ohter da Lei da Gravitação Uni- 
versal. 


Consideremos primeiro um corpo na 


superfície da Terra (fig. 158), a uma al- x 
tura q. 
A força que atua no corpo é 
o GM pm 
É R+ 


onde R é o raio da Terra, My sua massa e 
m a massa do corpo; como x << KR 


GM rm 


F = R? 





A aceleração do corpo é, pois, 








F GM r 
Gcorpo = a ne R? Fira. 158 
e a da Lua 
F M 
GLua = = G —- 
MLua r 
Portanto 


Ge Rº2 
E = — = 3.600 
GLua ” 


pois o raio da órbita da Lua é 60 vezes o raio da Terra. Esta relação de 
acelerações concorda bem com o valor obtido acima, de 3.700. 
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À outra maneira de fazer a cone- 

xão entre o movimento dos planetas 

Vo e a queda dos corpos é a seguinte: 
consideremos um corpo de massa m 

lançado horizontalmente com veloci- 

dade vo de uma altura h (fig. 159). 

Vejamos a que distância da posição 


h original o corpo atinge o solo (al- 
cance). 
Chamando de g a aceleração da 
gravidade 
x 
AE =0= Gee 
Fira. 150 dub R 


o movimento do corpo pode ser descrito pelas duas equações 


z = vob, u => 0º 
O tempo de queda é dado por 
1 
h = 2 gt? 


Daqui se obtém 


NE 


2 


Portanto, o alcance é dado por 


= vo 2 
9 


Se vo for muito grande (assim como h) 
o corpo cai a distâncias cada vez maiores da 
origem; em particular, se vo for suficiente- 
mente grande, o corpo pode nunca atingir o 
solo (fig. 160). É clara, portanto, a conexão 
entre a queda de um corpo sobre a Terra e 
um satélite como a Lua, que gira em torno 
dela. Fra. 160 





4. A experiência de Cavendish 


A constante que aparece na fórmula da atração universal só poderá 
ser determinada se medirmos a força entre dois corpos de massas inerciais 
dadas, situados a uma distância dada. Esta determinação foi feita pela 
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primeira vez por Cavendish, em 1797; dois 
corpos iguais 4 e B são montados nos extre- 
mos de uma barra, suspensa por um fio fino 
(fig. 161). Duas outras esferas fixas C e D são 
aproximadas das esferas móveis 4 e B; à 
força atrativa entre C ec 4, D e B faz com 
que a barra gire. O movimento desta barra 
suspensa, considerada como um pêndulo de 
torção, permite determinar a constante de 
atração gravitacional. 


Obteve-se 
E newton X metro? 
G = (6,67 + 0,005) X 101! ————————— 
kg? 
Note-se que, uma vez conhecido este va- 
lor, pode-se calcular a massa da Terra; com 
cfeito, a força sobre um corpo de massa m é 


mpm F GM 
—— = q = 


F=G 











R2 m as R2 Fio. 161 
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A aceleração do corpo, em queda 
livre, pode ser medida e obtém-se o 


My = 





O valor de 9,8m/s”?; portanto 
l 


6,67 x 107!1 


Vo x 1024kg = 6,0 X 102! toneladas. 


sea ERR sin e saio 


- 


9,8m/s2 X (6.370.000m)? 


= 5,97 X 


d. Conservação da energia no 
campo gravitacional 


| Consideremos um corpo de massa 


m lançado para cima com velocidade 
v (fig. 162); como é fácil de observar, 
o corpo sobe e sua velocidade vai dimi- 
! nuindo até parar. Em seguida, cai com 
velocidade que aumenta progressiva- 
|” mente. 


Apliquemos o teorema das forças 


7. vivas para o movimento entre duas 


Fra. 162 alturas yj e ya. 
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A força que atua no corpo é a força gravitacional (que é cons- 
tante, se y—- ya = h é pequeno comparado com o raio da Terra) 


F = -mg 


y 
W = fera = -mg (ya -y1) = -mgh 
V: 


Pelo teorema das forças vivas 


1 1 
=mg (y2 e y1) = 2 mus -— 2 muj 
1.2 1.2 
mgy2 + 2 mv, = mgy, + 2 mu; 


Portanto, a energia potencial é 
V = -mgy 


e a energia cinética 


T= my? 


A energia mecânica total que é constante é: E=V+T. 
Se y> é a altura máxima que o corpo atinge, v> = O 


1 
mgyza = mgy, + 2 mu 


1 


34 .. VI = V 29h 


g (yz-y1) = 


Na altura y> à energia potencial é máxima e a energia cinética, zero. 


Consideremos, agora, o corpo lançado ao longo de um plano inclinado 
com a velocidade inicial v,, a partir da altura y, (fig. 163). 


A força F = -mg pode, 
agora, ser decomposta em duas 
componentes (normal ao plano 
inclinado e paralela a ele); só 
a componente paralela ao pla- 
no contribui para o movi- 
mento. 





—s - 1 1 
W=/ F.dr = 5 mos => mo 


Fira. 163 
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Vejamos a que altura o corpo sobe até parar (vz = 0) 


W m frio ma 





2 
Mas di 
y =r senô É dai CT send 
= — : . y = — —- 2 
W =. f mg sen 6 a 5 MA 
vi 


Observe-se que o lado esquerdo desta equação é exatamente o mesmo 

que se o corpo fosse lançado na vertical 
mgh = > mo; vi =V29h 

A altura atingida não depende da inclinação 
do plano inclinado. 

Dados os pontos 4 e B em alturas diferentes 
y e y2, existem inúmeros caminhos para passar 
de vi à y2 (fig. 164). 

Pode-se generalizar as considerações acima e 
mostrar que o trabalho realizado é sempre o mes- 
mo, qualquer que seja o caminho seguido. A 


Este fato exclui a possibilidade de construir Fra. 164 
um moto-contínuo de primeira espécie, isto é, um 
aparelho que, funcionando num ciclo (corpo subindo e descendo entre 
as alturas y e y>), produzisse trabalho sem necessidade de agentes 
externos. 


6. Relação entre massa inercial e gravitacional 


Na dedução que demos acima da lei da atração gravitacional, a 
partir das leis de Kepler, mostramos que são as massas inerciais do Sol 
e dos planetas que comparecem nesta lei. Este é um resultado um pouco 
surpreendente. A rigor não há nenhuma necessidade lógica que a massa 
inercial seja aquela que comparece na lei da gravitação. As leis da Mecá- 
nica se referem, apenas, às massas inerciais e conservariam sua validade 
mesmo que à atração gravitacional não existisse. Isto é o que ocorre num 
satélite artificial onde não existissem forças gravitacionais apreciáveis. 


O fato de existir uma atração gravitacional (da mesma forma que 
existe uma força atrativa ou repulsiva entre as cargas elétricas) é uma 
característica da natureza (um fato natural) sobre cuja origem se pode 
especular. 

Poder-se-ia pensar, por exemplo, que a massa gravitacional fosse 
um fluido (do tipo da carga elétrica) e que diferentes substâncias o pos- 
suem em quantidades diferentes. 
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Escreveremos, pois, a lei da atração gravitacional como 


Fo = q Hrmo 


onde M + e mg são as massas gravitacionais dos corpos; poder-se-ia utilizar 
esta lei para definir uma unidade de massa. Em geral, a unidade escolhida 
é a mesma que mede a massa inercial (quilograma). 


À experiência mostra que não existe nenhuma diferença entre as massas 
gravitacionais e inerciais a menos de uma constante numérica (r devida 
às unidades que se empregam. Com a escolha da mesma unidade, esta 
constante é a unidade. Este é um dos fatos mais bem estabelecidos da 
Física e sua significação será discutida mais adiante. 


Apresentaremos, primeiro, a evidência experimental. 


7. Queda livre dos corpos 


Tomemos uma massa inercial m, abandonada a uma altura x; este 
corpo cai sob a ação da atração da Terra (isto não aconteceria num satélite 
artificial viajando no espaço vazio: um corpo abandonado a si mesmo — 
em repouso — não tem nenhuma razão de se movimentar). A força gra- 
vitacional no corpo é(*) 


(*) Esta força se chama peso do corpo: ela varia com a posição do 
corpo na Terra (R varia do equador aos pólos de 0,54), sendo maior nos 
pólos porque a Terra é achatada: varia, também, com a altitude. 

O valor de g num dado ponto da Terra pode ser determinado com 
grande precisão usando gravímetros, que são essencialmente dinamômetros, 
onde o peso de um corpo dado P - mg é equilibrado por uma mola; o 
aumento ou diminuiÇão de g acarreta um aumento ou diminuição de 
elongação de x da mola (fig. 165) 

mg = kAx 
k Ax 


m 








A precisão que se pode obter em g é da ordem de 0,2 10: 
em/s?; como g = 981 cm/s2, esta é uma precisão extraordinária. 
medida de g sobre uma grande extensão de terreno pode, então, 
dar informações sobre a natureza geológica do subsolo (desde que se façam 
correções para a forma da Terra e altitude); depósitos de sal, geralmente 
associados com depósitos de petróleo, tem uma densidade média inferior à 
densidade das rochas que constituem o subsole e frequentemente são 
cobertas por uma camada de rocha de densidade mais elevada que a 


[[ITIMmMiTm rr 
+ ' a 


usual. À variação de g com a distância é, então, do tipo da fig. 166. Fira. 165 
q 
' 
1 
1 
! 
à 
SOLO | SOLO COMI SOLO DISTÂNCIAS 
IPETROLEO! 
1 


Fira. 166 
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M mma 
(KR + 2)? 
My — massa gravitacional da Terra 


Fog = G 


ma — massa gravitacional do corpo 
R — raio da Terra 


Esta força gravitacional, atuando na massa inercial my, lhe comunica 
uma aceleração Fg = mig, pela segunda lei de Newton. 


(g é a aceleração dos corpos na queda livre.) 


Portanto, a aceleração de um corpo em queda livre, no campo gra- 
vitacional da Terra, é 


= Es (E) R >> r 


A experiência mostra que todos os corpos, qualquer 
que seja sua massa, caem com a mesma aceleração; 
este fato já era conhecido por Galileu. Pela fórmula 


. A . Ma 
ncima, vê-se que isto só é verdade porque — = cons- 
I 


AS 


tante, isto é, há uma relação constante entre a massa 
gravitacional e a inercial. Por conseguinte, na queda 
º 1 2 

livre y = o It e o tempo de queda é t = VE que 
independe da massa do corpo. 

“Experiências pouco cuidadosas podem dar a im- 
pressão de que a aceleração varia com a massa dos 
corpos; por exemplo, uma folha de papel amassada e 
outra aberta podem cair em tempos diferentes: isto 
ocorre devido à resistência do ar. Os antigos gregos 
acreditavam firmemente que isto se devia às proprie- 


dades intrínsecas dos corpos (quanto mais pesado o 
corpo, maior sua velocidade de queda). 


Galileu mostrou que este não era o caso, soltando 
diferentes corpos do alto da Torre de Pisa. Além disso, 
usou um argumento muito convincente a favor da cons- 
tância de g, para todos os corpos: suponhamos um 
corpo 4 caindo do alto da torre; imaginemos, agora, 
o corpo dividido em duas metades. Cada uma destas 
duas metades terá a mesma aceleração que qualquer um 
outro corpo que tenha a mesma massa que a metade 
do corpo À. Se, agora, juntamos novamente as metades, 
clas vão continuar a ter a mesma aceleração. É evi- 
dente, pois, que corpos de diferentes massas têm a 
mesma aceleração na queda (fig. 167). Fio. 167 
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Outra forma de fazer esta experiência é observando a queda de um 
recipiente (uma lata, por exemplo) no interior do qual existem vários 
outros: éles caem todos juntos com a mesma aceleração. 


Há forças para as quais a aceleração depen- 
de da massa sobre a qual é aplicada. Por exem- 
plo, se suspendermos um corpo numa mola, 
ela se distende de xo (fig. 168). A força apli- 
cada no corpo é F = -kzx = mg; se agora 
afastarmos o corpo de sua posição de equilí- 
brio, de uma distância x, e o soltarmos, ele se 
movimenta segundo a segunda lei de Newton, 
F = ma; portanto 





-kz = ma 
Então 
— k 
q=1=— 4 
m 


A aceleração é aqui, evidentemente, tanto menor quanto maior 
a massa. 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Massa inercial e gravitacional. 


8. Pêndulo simples 


Toma-se um corpo de massa gravitacional mg suspenso de um ponto O 
por um fio longo (fig. 169). Afastando o corpo da posição de equilíbrio 
(vertical) ele oscila sob a ação da componente do peso que não é equili- 
brada pela tensão da corda. 


O peso do corpo é C 


Fg = -Fg senô = -magseng6 


Pela segunda lei de Newton Fo = m; ag; 
donde 


m 
ag e sen 0 


A aceleração em cada ângulo depende da 
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Para pequenos ângulos sen 6= 60 = É. A equação de movimento 


é, nestas condições, 
o. 


es z 
£f=-— 
l mr 


a) 


cuja solução é 
T = To senwl 
0 = wl 


como se pode verificar por substituição, e de onde se conclui que, se 


w = 2x/T, O período será 
e 4 RL 
T 2-5 q 


Todas as observações indicam que T é independente da composição 
química, temperatura, estado cristalino, etce., dos corpos que oscilam. Por 
conseguinte, mg e m; não podem diferir a não ser por uma constante. 
Experiências realizadas por Newton indicam que a proporcionalidade é 
boa dentro de 1 parte em 1.000. Bessel realizou medidas mais precisas 
desta proporcionalidade (1 parte em 60.000). 


ExPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Pêndulo simples. 


9. O fio de prumo 


A Terra não é um sistema inercial; o seu movimento mais impor- 
tante é o de rotação em torno do eixo polar. Um corpo suspenso por um 
fio num ponto da Terra de latitude À sofre a ação de uma força fictícia 
(ou inercial) de mw?r (para um observador na Terra). 


Fe=mwr =mi;a 
! 


r' = RcosA 
F. = mi w? R cosA 
No equador cos À = 1 
a = wlR = (7,3 X 105)? (6,4 X 108) = 0,034m/s? 


que é, aproximadamente, 0,35% da aceleração da gravidade q. 


Um fio de prumo suspenso em P aponta na direção PO" e não PO 


(isto é, para o centro da Terra), o que só ocorreria se ela estivesse parada 
(fig. 170). | 
No triângulo POO” (fig. 171) 


m;w? RcoshAsenA = mgg tg (N'-A) = mag (N'-A) 


pois -A é um ângulo muito pequeno. 
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my uRcos À 


k 









<i> mjuu? R cos À 


Fira. 170 Fia. 171 


y é o valor medido da aceleração da gravidade. 


"é o valor da aceleração da gravidade se a força centrífuga não 
existisse (g = 9). 
Na direção PO” é que a aceleração q da queda dos corpos é observada. 
Portanto 
Nona Mt, ww? R cosA sen A w2 R cos A sen À - (TL 1) e o. fsen 
mg 


O máximo desvio (para À = - é da ordem de E 

Observe-se, porém, que se m; X me o ângulo N'- À será diferente 
para diferentes substâncias. Um aparelho sensível, construído Justa- 
mente para medir este cfeito, é a balança de torção de Eótvos. Com este 
aparelho pode-se determinar a proporcionalidade de m; e mg dentro de 
1 parte em 10º. A razão pela qual uma precisão tão grande pode ser 
obtida é a de que se trata de uma comparação de dois efeitos e não de 
uma medida absoluta. 


10. Balança de Eótvos 


A balança de Eótvos (fig. 172) é uma balança de torção constituída 
por duas massas m fixas nas extremidades 4 e-B de uma barra horizontal, 
suspensa num fio de torção F; estando fechada numa caixa metálica, a 
sensibilidade obtida depende, essencialmente, da maneira pela qual esta 
caixa permite evitar as variações de temperatura e as correntes de ar 
em torno da barra AB e do fio F. O aparelho é suportado por uma base S 
de tal forma que é possível girá-lo com a ajuda de uma roda R, em torno 
de um eixo vertical; um pequeno espelho M, preso no fio F, junto com 
um sistema de iluminação e uma luneta de observação, permitem medir 
pequenas variações na orientação sofrida pela barra AB, em relação à 
caixa durante esta rotação. 
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Fira. 172 


Na experiência de Eóôtvos, as duas massas 4 e B são iguais; se re- 
petirmos a experiência trocando uma delas (B, por exemplo) por outra 
de mesma massa inercial, podemos verificar se a direção da barra AB 
não “muda. Se não há mudança de direção é porque a massa inercial é 
proporcional à massa gravitacional num dado lugar (posição da massa B). 
Isto pode ser feito com uma precisão de 1 parte em 101º com balanças 
do tipo de Eótvos, modernas(*) (S. Diecke, Scientific American, 205, 
84, 1961). 


NH. Princípio de equivalência 


Vimos, na discussão do problema de uma pessoa no interior de um 
elevador em movimento acelerado, que não é possível distinguir o peso 
de uma força devida a uma aceleração do elevador; uma atração gravi- 
tacional pode ser simulada por uma aceleração. 


(*) A experiência de Eótvos ao indicar que a aceleração da gravidade é independente da composição 
los corpos leva às seguintes conclusões: 

a) nêutrons e prótons sofrem a mesma ação gravitacional; 

b) as forças nucleares, por maiores que sejam, não têm efeito em relação à gravidade; 

c) à energia eletrostática, que é muito maior em elementos pesados do que nos leves, não afeta a ação 
da gravidade; 
a velocidade dos elétrons, apesar de ser enorme nas órbitas interiores dot elementos pesados, não 
tem ação no efeito gravitacional: 
e) matéria (elétrons, por exemplo) e “antimatéria” (positrons, por exemplo) sofrem a mesma ação 

gravitacional (L. 1. Schiff, Phys. Rev. Let., 7, 507, 1958). 


A 
SA 


188 Física geral e experimental 


Por outro lado, as experiências de Eótvos indicam que as massas 
inerciais e gravitacionais não são distinguíveis a não ser por uma constante. 


Finalmente, o princípio de D'Alembert nos diz que a própria massa 
inercial m, multiplicada pela aceleração, pode ser considerada uma força 
fictícia (ou inercial): 


em = 
A equação F = ma pode ser escrita 


— > 
F-ma =0 
á Ny 
força real força fictícia 


É possível, pois, que a existência da gravitação seja devida ao simples 
fato de que não estudamos o fenômeno da queda dos corpos no sistema 
de referência adequado: uma vez que as forças devidas à aceleração dos 
corpos não podem ser distinguidas das gravitacionais, é impossível dizer 
quanto, de uma força dada, é devido à gravidade e quanto a uma força 
fictícia (inercial). 

Todas estas observações parecem indicar que não há realmente 
necessidade de introduzir massas inerciais e gravitacionais na Física e 
que uma delas basta para descrever os fenômenos. 


O ponto de vista de Einstein é que massas gravitacionais não existem 
e que realmente o que consideramos gravidade é o resultado de uma 
aceleração (princípio de equivalência) (*). 


Um outro ponto de vista foi adotado por Sciama. Diz que o que 
chamamos de inércia é o resultado da ação gravitacional das estrelas 
sobre nós. (Esta é uma atração gravitacional diferente da atração estática 





do apo qe 2); depende da velocidade do corpo e não é proporcional 
a — o deste tipo são comuns em Eletrodinâmica, onde Sciama se 
eia: 


O postulado básico de Sciama diz que, se tomamos um corpo em 
repouso, a força gravitacional total agindo sobre ele, devida a todos os 
outros corpos do universo, é zero. Não existem forças inerciais: todas as 
forças do universo se originam na própria matéria (da Terra, Sol ou das 
estrelas). 


A fim de ilustrar a significação deste postulado, vamos considerar 
o movimento de um corpo sob a ação da gravidade da Terra. Podemos 
Imaginar-nos sentados neste corpo e, de acordd com um sistema baseado 
no corpo, em repouso. De acordo com o postulado acima, o movimento 
da Terra e do resto do universo (principalmente estrelas, já que existem 


(*) O princípio de equivalência dá origem ao Princípio da Relatividade Geral, segundo o qual as equa- 
E da Física devem ser covariantes, mesmo para transformações de coordenadas (x, y, z e t) que envolvam 
acelerações. 
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bilhões delas) deve ser tal que a sua ação gravitacional total sobre nós 
seja zero. Na teoria de Sciama, o efeito da Terra é o mesmo que na teoria 
de Newton; isto significa que as estrelas se movem de maneira tal que 
o seu efeito gravitacional seja exatamente oposto ao da Terra(*. 


EXERCÍCIOS 


1. Determinar o peso de um: corpo de massa m situado no equador terrestre e a cor- 
respondente aceleração da gravidade. A Terra tem massa M;, raio Re gira com ve- 


locidade angular w. 


Observado do pólo Norte, o corpo que cai apresenta o seguinte aspecto (fig. 174) 


equador 


Fira. 174 


XY - sistema não inercial 
que gira com a Terra 


emp 
O vetor w é perpendicular ao plano do papel apontando para nós (eixo dos Z) 


E. > > .520/ 5 
Peso: P = Frel = M aabs- Mw Alw A R) 
—». —S A =) —s 
P = Fabs- mw A(w A R) 
= 
-p . 
Fabs é à atração gravitacional: 5 KR 


- - > 
O vetor -m w A(w A R), força centrífuga, tem o módulo m w2R e a direção que a 
figura indica (opondo-se à atração gravitacional). 


(*) Pode parecer correto considerar a gravidade 
como uma força fictícia, e dizer que somos atraídos para 
baixo porque a Terra está acelerando para cima; no entre- 
tanto, os habitantes do outro lado da Terra estariam sendo 
acelerados na direção errada e não seriam atraídos para 
baixo e sim lançados para fora da Terra (fig. 173). 

Einstein descobriu, elaborando o princípio da equiva- 
lência, que a Geometria do mundo em que vivemos é mais 
complicada que a geometria de Euclides e que a dificulda- 
de acima não existe realmente; a gravidade é, nesta teoria, 
uma propriedade do espaço físico no qual a matéria se en- 
contra c a atração gravitacional é devida à “curvatura” 
do espaço. 

Um exemplo de “espaço curvo” é a superfície de 
uma esfera: um ponto que permaneça sobre ela apresenta 
propriedades estranhas a quem está acostumado com um 
espaço euclidiano. Por exemplo, se traçamos 2 retas per- 
pendiculares ao equador, estas 2 retas, que seriam paralelas 
num espaço euclidiano, não o são sobre a superfície da esfera 
(elas se cortam nos pólos). 


“PESO' DO CORPO 


ACELERAÇÃO 
DA TERRA 


"PESO" DO CORPO 
Fio. 173 
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A força gravitacional e a força centrífuga têm a mesma direção e sentido contrários. 
Em módulo 
M. 
P =G a - muy? = mg 
Portanto 


emo do e 


2. Um planeta esférico e homogêneo tem raio R = 1.000km, período de revolução 
T = w X 103s e massa tal que o seu campo de gravitação tem intensidade 
GM 
R2 
Em um suporte fixo no equador do planeta suspende-se um dinamômetro e 
neste dependura-se um tijolo de massa m = 2,0kg. Adotando-se um referencial 
fixo no planeta, determinar a leitura do dinamômetro e a intensidade de gravidade 
(9) no equador. 


= 14m/s” 


3. Uma partícula é abandonada em repouso de um ponto M localizado a 180m de 
altura, no plano do equador (fig. 175). Desprezar a resistência do ar e adotar 
g = 10m/s2. 


-< 


e, 


e o 


mm 
=o o v . 
Fee-2M(A AM am(WAR “rel 
Ed É —, 
WÊ 4Y vrel 


h=180m 


! 
! 
4 
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Em relação à vertical que passa por M, calcular o desvio que apresenta o ponto de 
impacto M' da partícula no solo. 


raio da Terra R «e 6.400km; velocidade angular do movimento de rotação em torno 
de seu eixo wa, 7,3 X 10-8rd/s. 


Num sistema A YZ não inercial que gira com a Terra 


5 > >» > — - 
marl = Mabs-MwA(w AR) -2mw A Vre 


= CRE “R -mauw A(w A BR).- 2n1 w A Urel 


> > > 0 > 
Grel = -gJ-2Z2w wall 


> ao Cuaab 
Grel = XT + YJ 
Portanto o 25 
X — —2 w Vrel 
Y = q 


a 2 


Como “relé aproximadamente igual a gt, pois o corpo parte do repouso e a força é 
muito pequena comparada com qg 


d2X . 
“de =X=-2Zwgtl 


(o corpo cai na direção leste, como se vê na figura 176). 
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rd di 


X = 1/3 wgt? 
O tempo de queda pode ser obtido da outra equação 
ae 
dY 


cd O! 
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Finalmente 


Substituindo os números obtém-se 


X = -5,2cm 


4. Abaixo transcrevemos uma tabela dando detalhes sobre as órbitas dos planetas. 
Note que Vênus, Netuno (e a Terra também) têm órbitas aproximadamente cir- 
culares. Uma unidade astronômica de comprimento (U.4.) é definida como a 
metade da soma das distâncias máxima e mínima da Terra ao Sol: 


1U.A. = 1.495 x 10!3em 




















ada A o e da ) DECENSENCIDADE o 

Mercúrio.... 0,387 0,241 0,205 3,28 x 1028 
Vênus....... 0,723 0,615 0,006 4,83 x 1027 
Terra........ 1,000 à 1,000 0,016 5,98 x 1027 
Marte....... 1,523 1,883 0,093 6,37 X 1028 
Júpiter...... 2,202 11,84 0,048 1,90 x 1030 
Saturno..... 9,552 29,5 0,055 5,67 X 1029 
Urano....... 19,218 84,2 0,046 8,80 x 1028 
Netuno...... 30,109 164,4 0,008 1,03 X 102º 
Plutão....... 39,60 248 0,246 551 X 1027 
2 

Como se sabe da Geometria Analítica, a excentricidade e = Vi - — 


em que a e b são, respectivamente, os semi-eixos maior e menor da elipse. Daí, para 
a circunferência, e = 0. 


a) Verificar a terceira lei de Kepler, escolhendo um par qualquer de planetas: 
T2 = Ka3. 

b) Num papel log-log faça um gráfico de T X a com os dados acima e calcular o 
expoente n da lei T2 = Ka”. 


c) Pode-se calcular a massa de Júpiter observando um de seus satélites, que com- 
pleta uma rotação em torno dele em 1,5 X 104s; sua órbita pode ser consi- 
derada um círculo de raio 9,2 X 104m. Verifique. 


d) Qual a massa do Sol? 
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12. Nota sobre velocidade e aceleração absoluta 


Consideremos agora um sistema de referência inercial xyz e um outro sistema 

não inercial X YZ que se movimenta em relação a ele de uma maneira qualquer (fig. 177); 

as origens dos 2 sistemas não coincidem no caso geral (contrariamente ao caso particular 
que discutimos antes). 

= A posição de um ponto P no espaço é dada a pelo vetor r no sistema absoluto xyz 


e R no sistema relativo XYZ; seja s o vetor 0'0. 





Fia. 177 


= —» = 
r=R+S 

O sistema X YZ pode ser, por exemplo, um referencial ligado à Terra no qual são 
descritos os movimentos dos corpos em relação à Terra, e o sistema zyz um referencial 


ligado ao Sol no qual são descritos os movimentos absolutos dos corpos em relação & 
um referencial inercial. 


Velocidade absoluta 
-+ = - 
dr. dR 4 48 
di dt dt 

dR  dS 
a So qe 
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Calculemos agora AR 
dt 
R=XI+YJ+ZK 
- : 
dR dX > ay > =. K ar a + z dk 
O a E CGE PA a di 
EC, 
em 
Vrel 
dR di af aK 
de = rel + X"+V7V— + Z2 — “do 


RE DC AI E VS NIE ZORR 


> 
dR Uol +oAR 
dt 





Portanto: 


= =» -— => -— | - AS 
vabs = rel +Hvo tw A R| onde vo = Li 


Aceleração absoluta 





BRs 


d e —» .—, —, — d > -—, 
a abs = a MI +PYJ+ZK)+ao + (wo A R) 


dt 


LO — > Es — — + > > — + 0 > 
XI4A+YJAZK+A+XI+YJA4AZK 400 tolvrl +toanR+HanR 


Gabs 
> > > > > 3 059 5/5 + > > o E Us DS 
Gabs = Grl +HXvAI+A+VYoOAJAZVAK+A4A tuna +tvAvAR+anR 


> -—, . — “> .—-s — o —, — —, — — Rd 
arl +twoA(XIA4+YJAZK) 4a twnvrl+tvoAvAR+A+HanR 


Ê 
g 
I 


> —» > —, —» > —+ -— -—>o —, 
“Gab = Grel+twuAvrlta +toAvrl+tHwvA(vAR)+anR 





—, — e, - > 0 > -> —, > 0 
Gabs = Grl+taotanR+twvA (wa R)+2ZW A vre 
Now OS NS 


arrastamento complementar 


2 


mecânica dos sistemas 


de pontos materiais 


1. Sistemas de pontos materiais 


Suponhamos que se tenha um sistema de n partículas pi, p2,...Pn 
de massas m1, M2,...ma Sobre as quais atuam respectivamente as forças 
Fi, Fo, ... Fa (fig. 178). 


F. 
P. —& 
id Tá é—» F. 
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Num sistema de pontos materiais como esse existem dois tipos de 
forças: 


a) as forças externas, como a atração gravitacional da Terra por 
exemplo, 


b) as forças internas que as partículas exercem umas sobre as outras 
(estas forças podem ser gravitacionais, elétricas se as partículas 
forem carregadas eletricamente, etc.) 


A força que atua na partícula 2 se escreve 
—» — Da 
F,; = Fi + >. Fi 
Je( véi) = 1 


Fi; é a força externa que atua em 2 e F;, à força interna com que 
a partícula k atua sobre 1. 


À equação de movimento da partícula 21 é pois 


'> —, us 
mr, = Fr + > Fix 
(kzti)=1 


= Fet(Fa+Fo +... +) 
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Somemos agora estas equações de movimento das n partículas 


n s n n n 
Smn=D FM +S S* Pu 


1=1 1=1 i=1 (kx)=l1 


Sucede que pelo princípio da ação e reação cada uma das forças F;; 
tem um par Fy; que lhe é igual mas de sentido contrário (fig. 179). 


4 
A 5 P, a Fi a 
Fa = Fw FKI 
PK 
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de modo que a dupla somatória acima tem valor nulo. Então 


n .. n 

— = 
Dom = D Pu 
t=1 


s=1 


ou 





da: > És 
dt? Zu ras pe Fie 
1=1 1=1 


2. Centro de massa 


Vamos introduzir agora um ponto Pçy cujo vetor de posição rom é 
dado por 


n E é do — 
> Mir; > Mir; 


n 
e =1 =1 
fode a end DE ii 
4= 
DEU 
qu] é a massa total do sistema 
Substituindo 


r > > 
DD mir, = Mrocm acima 
1=1 


vê-se que a equação de movimento deste ponto é 


-— "so 
Mrcu = Do Ria 


1=1 


em 
O ponto de vetor de posição rcy Se move como se estivesse concen- 
trada nele toda a massa e todas as forças externas do sistema. 
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Ele é denominado de centro de massa do sistema. 


Outra maneira de interpretar este resultadc é dizer que apenas as 
forças externas determinam o movimento do centro de massa e as forças 
internas não afetam o movimento do CM. Isto explica o resultado co- 
nhecido da explosão de granadas: o centro de massa dos fragmentos 
continua a se mover como se a granada não tivesse explodido (fig. 180). 







ALTURA 


EE 


Ko À CAMINHO DG 
ay XT em dos 


N 
ae NA FRAGMENTOS 
, 


N 
VA 
x x 


X4  aLcANCS 


Y 


rm 
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3. Conservação da quantidade de movimento 


Mesmo que seja impossível seguir o movimento de cada um dos 
pontos materiais individualmente, o movimento do centro de massa dá 
uma idéia do movimento do sistema. 


Se a soma das forças externas é zero, o centro de massa se move em 
linha reta com velocidade constante. 


Em outras palavras 


n 


> d . > d - Das 
Vrceu = > Mr = E Mv, = > Fe 
=1 


1=1 4=1 = 


Se >, Fi =0, a quantidade de movimento (momento linear) total 


1=1 


n - n 
do sistema (» mp, = >, 2) é constante. 


1=] 1=1 
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4. Colisões 


Um caso especial muito importante da mecânica de um sistema 
de pontos é o caso da colisão de 2 corpos materiais suficientemente 
pequenos (como 2 esferas por 


vo! v exemplo). Como a colisão envol- 
ANTES DA ve apenas forças de interação 
-—» O O q— COLISÃO entre os corpos (e portanto para 
as quais vale o princípio da ação 
e reação) o teorema da conserva- 
AD EM CONTATO ção da quantidade de movimento 
se aplica. 
y 
MT) —.  DEFORMAÇÃO DURANTE Analisemos com mais detalhe 
RS = A COLISÃO o que ocorre no intervalo de tempo 
e At em que 2 corpos ficam em 
—o ! O + DEPOIS DA contato durante uma colisão: cada 
= | ER COLISÃO um deles se comporta como uma 
à “a mola que é comprimida e que de- 
pois volta à sua posição original 
Me ar fazendo atuar uma força sobre O 
E outro corpo (fig. 181). 
Fra. 181 


À força que atua no corpo 1 é 


Ed = d e» E -— =) 

Fo, = ma = “GE (mivi), isto é, midv, = Fa, dt 
e no corpo 2 

— e d - . = — 

Fiz = mas = “dE (mav2), isto é madvz = Fiz di 


> =, 
Integrando m; dv; e ms dvz de O a At, isto, é desde o instante em que 
a colisão se inicia até que termine, obtém-se: 


=, 
At +» o > dt — >», => àt — 
ma f dv, =m1 f dvi = Fa dt .*. Mv; = mivi + Fo, dt 
0 =» 0 0 
V; 
e 
-, 
At .> A > At — >, -> At — 
ma |" dva = ma dva = f For dt .*. mav, = mavz + Fa, dt 


0 E 0 0 
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Somando, temos 


ps N comedy, 


mad) + Miva = mv + mova + f Fa dt + f Fio dt 
0 0 


Do ponto de vista das colisões seria possível que a quantidade de 
movimento fosse conservada, desde que ' 


At, at, 
f Fandt = - f Fis dt 
0 0 


= — 
Assim não seria preciso que em cada instante Fa, = -Fi2; bastaria 
que as integrais destas forças fossem iguais. 





Fra. 182 


“Na figura 182 poder-se-ia ter funções diferentes do tempo desde que 
as áreas fossem iguais. Porém, o princípio da ação e reação exige que em 
cada instante 


= -— 
Foi = -Fiz 









Não existe nenhuma situação na Física atual que corresponda à 
fig. 182; verifica-se, sempre, a situação da figura 183. 


Fia. 188 
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A figura 184 mostra como se comportam os momentos durante uma 
colisão típica (neste caso os corpos se movimentam em direções opostas). 


P> (CORPO 2) 

eis ersibnas P+P, «CONST 
t 

PLCORPO 1) 
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'O corpo 1 parte da origem com momento p, positivo; quando a colisão 
começa em t;, o seu momento diminui, passa por O e muda de sinal 
(o corpo volta na direção que veio). A colisão termina em t>. No 
mesmo tempo, o corpo 2, que iniciou o movimento com momento nega- 
tivo (em relação à origem) muda de sinal e acaba com momento positivo. 
A soma dos momentos em qualquer instante é constante (linha pontilhada). 

DA 


"* Se tomarmos as curvas acima e calcularmos as derivadas de p em 
relação ao tempo, teremos o gráfico da figura 185. 


Fa dp 
2 


dt 












tz 


dês 
E | Ci 
a 


Fia. 185 


=» —» 
Da origem a t;, e de to em diante, os momentos p; e p> são cons- 
tantes e, portanto 


— Ed 
dpi ( doa q 


dt dt 


—), 
Entre t; e t>, p2 aumenta, passa por um ponto de inflexão e depois se 
torna constante outra vez. À sua derivada é, pois, inicialmente positiva, 


mm) 

passa por um máximo e depois cai a zero. Para 7; o análogo ocorre, dando 
mamy 

para Fj;2 uma curva simétrica da descrita acima. 
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>. Conservação de energia e momento 
nas colisões 


As leis de conservação do momento e energia são completamente 
gerais; vamos estudar, agora, como exemplo de sua aplicação, o problema 
das colisões. 


5a. Colisões em uma dimensão (ao longo de uma reta). — Vimos, 
anteriormente, que vale para as colisões o princípio da conservação do 
momento: se m1, vi, M2, v> são as massas e velocidades iniciais e mi, v/ 
e ma, v; as massas evelocidades finais (fig. 186). 


2 
" O O me Inicia 


=» -— 
vi V:> 
É õ Final 
—s» —) 
f ! 
v, va 
Fira. 186 
cutão 
mavi + mova = mad + mavo 


Dadas as massas m, e m> e as velocidades iniciais não é possível obter 
as duas velocidades finais, pois tem-se apenas uma equação ligando-as. 


Suponhamos, porém, que a energia cinética inicial se conserva (este 
não é o princípio da conservação de energia, mas um caso particular dele, 
para o caso em que energia cinética não se transforma em energia potencial). 


1 2 1 2 1 ) 1 19 
2 mv] +35 mavo = 2 mv, + 2 mv 


Estas equações podem escrever-se como 
mi (vi - 04) = ma (vo — 02) 
ma (07-07) = ma (09? - 05) 
Dividindo estas duas equações, obtém-se 


? : , 
vi to =v2+v 


, ! 
vi —- va =v9-% 
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A velocidade relativa de separação antes do choque é igual à velocidade 
após o choque (em módulo). 


Este caso se denomina colisão elástica (fig. 187a). Se introduzir- 
mos um parâmetro e (coeficiente de restituição) para caracterizar o com- 
portamento da velocidade relativa nas colisões como 


! ! 
vo — 4 
€ = 





vi — va 


pode-se dizer que, se e = 1, a colisão é elástica. 


Em geral, energia cinética é transformada em deformação e calor, 
de modo que a energia cinética final é menor do que a inicia!; ou de outra 
forma, e< 1 e o choque se diz inelástico (fig. 187b). No caso extremo 
em que e = 0, os dois corpos passam a se movimentar juntos. A veloci- 
dade relativa desaparece (fig. 187c). 


ia ? 


VALORES DO COEFICIENTE DE RESTITUIÇÃO 


Colisões Coeficiente de restituição 


Vidro com vidro | 0,93 
Chumbo com chumbo 0,20 
Ferro com chumbo 0,12 





Existe um caso especial em que no choque ocorre uma explosão de 
uma carga colocada nos corpos (ou por uma mola especialmente mon- 
tada); neste caso a energia cinética pode aumentar (e > 1) (fig. 187d). 


É importante observar que a quantidade de movimento sempre se 
conserva ao passo que a energia cinética se pode conservar ou não, con- 
forme o caso. 


*“—O O— Colisão elástica (a) 

— oO OQ Colisão inelástica (b) 

O— & e» Colisão perfeitamente inelástica (c) 
e) o—— Colisão explosiva (d) 


Fira. 187 
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Uma vez dado o valor de « têm-se duas equações independentes para 
as incógnitas v e v, que podem ser obtidas resolvendo o sistema de 
duas equações. 

Para e = 1 tem-se 


! ! 
Mv] ++ Mavo 


mivi + mavz 


? ! 
vi me Uva = va = v, 
cuja solução dá vm ma) Da (2m ) 
! mi +ma) | m +ma) * 


o! 2mi ) dE (sm - o 
= —memeememe—— vi 
2 mi + ma nu + ni 


Se m; = ma, decorre destas fórmulas que 
, E nanaad 


? 
vo = vi 
As velocidades dos dois corpos “se trocam”. Se em particular um deles 


está parado (vz = 0), o primeiro corpo pára e sua velocidade se transmite 
ao segundo na colisão. 


Este é um caso em que se vê em ação um princípio de causalidade na 
Física; dados dois corpos com velocidades dadas, é possível saber qual sua 


posição e velocidade em qualquer instante futuro (v1,; v5); isto decorre 
das leis de Newton que podem, portanto, ser interpretadas como “leis 
causais”. Em problemas mais complicados, como por exemplo problemas 
termodinâmicos ou biológicos, não se tem nenhuma razão a priori 
para supor que eles possam ser previstos de maneira exata, porque as 
leis que os governam não são apenas as de Newton. Em Termodinâmica 
existem “leis estatísticas” que determinam apenas a probabilidade de um 
certo evento ocorrer. 


Exemplo: 

Descobrir em que condições um corpo volta na direção original ao 
colidir com outro (colisão elástica). 

- Às equações do problema são: 





, mi — mao 2ma -) 
21 mi Te) Ru (m + ma "a (a) 
ro 2m1 ma — Ta) 
"2 mi e) dia m, + ma a (6) 
Fazendo 
v| = -V1 


-v (mm +m2) = (m-ma)v + 2mavz 
-Zmivi = Emava 
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decorre ai: 


ma 





v9 = -Vi 


Substituindo em (b) 
, 2m) ) mam mi 


v = 1 
2 m, + mo mi + ma ma 








! 
(mi + ma) mMavs = 2 m;moavi -mimovr + mv, 
= mmov, + mê o 
! 
(m + nua)mavo = mavi (m + nz) 


, ma É , 
va = —— vi, Isto É, vo = —v2 
ma 


Em particular, se m, << ma (choque com uma parede) 


vo = 0, =0 


! 


Observe-se ser impossível fazer com que um corpo que colide com 
outro, de massa não muito diferente e que esteja parado (v> = 0). 


volte para trás, isto é, vz = 0 e v/=—v; são impossíveis de conciliar. 


5b. Colisões em duas dimensões. — Este tipo de choque entre 
pontos materiais ocorre quando o choque não é central, isto é, o choque 
não ocorre segundo a linha que une dois pontos (eles passam “perto” 
um do outro e uma força de origém gravitacional, elétrica ou nuclear. atua 
entre eles quando se encontra um nas vizinhanças do outro) (*). Toma- 


(*) Quando se têm dois corpos volumosos como duas bolas de bilhar, o choque, cm geral, nãn é 
central (fig. 188). 
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remos, por simplicidade, um dos pontos como parado, inicialmente 
(fig. 189). 


Da mesma forma que o caso unidimensional, vamos preocupar-nos 
essencialmente com o que ocorre antes e depois da colisão (região exterior 
ao círculo pontilhado) e não com os detalhes da própria colisão, como 
por exemplo as trajetórias exatas dentro do círculo; o que nos vai inte- 
ressar, aqui, é o fato que um corpo de momento p; colide com ôdutro parado 
e dá origem a dois corpos em movimento, com momentos 


r , 
P, € Pa, 
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Vetorialmente, tem-se (fig. 190). 


Y 


s Pi = Mivr 


ses - «fi 






a , a , 
“, Po um Mava 
dose iaDi dio rain aê > 
a X pj = mv; 
4 
o 
2” p2 = mevy = 0 
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-+ >, 


>, 
Pp =P +27, 


Esta equação vetorial para a conservação do momento pode ser 
decomposta em duas equações escalares, obtidas pela projeção sobre o 
eixo dos 7 e y 
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Projeção em x: mv: = mad] cos 81 + mavs cos 032 


Projeção em y: 0 = mv] sen 01 - mava sen 02 


Se a colisão é elástica a energia cinética se conserva 


> mv? = - mavy” + > maus 
Estas três equações não bastam para dar as 4 incógnitas qe são as 
velocidades finais (com duas componentes cada uma) (*). 
Uma vez que se fixe um dos ângulos finais têm-se equações para 
todas as incógnitas. Caso contrário a solução envolve v; e vz e um dos 
ângulos finais. 


ExempLo: Discutir a colisão de dois prótons (partículas de mesma massa). 
Às equações neste caso são: 


vi = v| cos + va COS 62 (a) 
v| senO1 = v9 sen 62 (b) 
2 —p? 2 

vi = +o (c) 


São incógnitas v|, Vos 01 e 62, para as quais temos só três equações. 
Escrevendo (a) como t1 — v1 cos 01 = vo cos 82, elevando ao quadrado e somando 
com o quadrado de (b) obtém-se 


2 192 ' 192 
vi + vy — 2uv1v; cos 0 = v9 


Substituindo vz de (c), resulta 


' 
vp = vi cos 01 


De (c) temos 
12 2 12 2 
vv =0-v =vj(lI-cos? 61) 


Donde 
vi sen 01 


o 
[O 
| 


Finalmente, de (b) 


? 
v 


1 
senôz2 = —- sen 01 (d) 
va 
que são as soluções do problema. 
(*) Se a força de interação fusse conhecida em cada instante, as direções finais seriam completamente 


determinadas; isto mostra que as informações contidas nos teoremas da conservação da energia e do mo- 
mento não são tão detalhadas quanto as contidas na lei fundamental da Dinâmica. 
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Se dermos 6, como condição experimental, por exemplo, obtém-se 03, v1 e va. 


De (d) decorre ainda 
vi cos6) . sen 0: 


sen 62 = 
vi sen 0: 


sen 62 = cos0: 


isto é, 
062 + 04 = 7/2 


Nora 1 — O mesmo problema é de solução imediata no sistema do centro de massa. 
Neste sistema (para mi = mz) os dois prótons se dirigem para o centro de massa com 
velocidade v/2; após a colisão os prótons se dirigirão para qualquer direção 6, mas devido 
à conservação do momento, um deles irá para a direção 6 e outro para a direção (x — 0) 
(fig. 191). 





0 
o 
, 
1 
8 


Fia. 191 Fia. 192 


Para voltar ao sistema do laboratório é preciso adicionar v/2 a cada próton na 
direção paralela à direção inicial (fig. 192). 
Como AB = BC = AD = DE 


01 
02 


N 


9/2 
(m — 0)/2 


portanto 
0 + 02 = 7/2 


Os dois prótons formam sempre entre si um ângulo de 90º. 


Nora 2 — A energia cinética de dois corpos m; e mz que se movem com veloci- 


1 1 
mi v? + — ma 3. 


dades vi e vz é dada por Eo = 2 
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Note-se que uma mudança do sistema de referência não conserva & energia cinética 
no novo sistema, que se movimenta com velocidade V em relação ao primeiro, temos: 


Vi=m-V 
Vo v2-V 


e a nova energia cinética (E*) é 


E = Dm(n-V2 + ma (a-V) 


2 
1 92 1 2 1 2 
= mv + 5 ma va + 5 (m + ma) V2-(mv + mav2)V 


mivi + ma v3 v] 
mi, + ma 


Eo + (m: + ma) [5 V2 - 


Observe-se por esta fórmula que a energia cinética não é invariante, dependendo 
do sistema de referência. Um observador parado sobre um trem em movimento tem 
energia cinética zero em relação ao trem, mas pode ter uma energia enorme em relação 
a um observador ligado à Terra. 

A condição para que a energia cinética no centro de massa se anule é que: 


>v dane 


V=2Vocu 


Num sistema em que a velocidade é o dobro da velocidade do centro de massa a 
energia cinética é zero. 
Se o novo sistema é o do centro de massa do sistema 


a V = mt + mavz 
m, + ma 
1 1 
Ecu = Eo + (m + mo) [5 Vêm - Vê | = Fo -5 (m +mo) Vou 


Pondo m +m2 =M, que é a massa total do sistema, temos 


1 
Ecu = Eo-5 MVoy 


6. Momento angular ou momento 
da quantidade de movimento 


Consideremos um ponto material P de massa m e momento 


= - 
p=mv 
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r 


A posição do ponto P num instante dado é 


=) 
caracterizada pelo vetor r em relação a uma 
origem O (fig. 193). 


—) 
Chama-se momento angular L ou momen- 
to da quantidade de movimento do ponto P em 
relação a O o produto vetorial 


= o e Fira. 193 


L=rAp 


— + Ss 
A direção de L é perpendicular ao plano definido por r e p; seu sentido 
é dado pela regra do saca-rolhas, por exemplo, e seu módulo é 


L=rp.senô =rmv.send 


Como v = w 1, pode-se escrever 


L=mr?ºw.sengo 
L 


onde l=mr? 


[seno 


O momento p é ligado à força que produz o movimento de P pela 
expressão conhecida 


Define-se, também, para o mesmo movimento o momento de uma 
e) 
força ou momento de torção da força F em relação à origem como 


—» - 
pr 


emp 
TC=rAF 


—, 


que tem a direção e o sentido de L e o módulo 


C = rFsenô 


6a. Relação entre o momento de uma força e o momento ane 
gular. — Vamos demonstrar que 


isto é, que a derivada em relação ao tempo do momento angular é igual 
ao momento da força responsável pelo movimento. 
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Esta lei tem uma estrutura análoga à lei fundamental da Mecânica 


Para deduzi-la vamos partir da definição de L, diferenciando L em 
relação a t | 


=» — 
dL a +... dr = =» dp 
1 a CAPS MPB TTA 
Mas 
-—, 
ai 
dt 
Então 
dL Ed = Ed a 
a ao AM Ma 


mm —, 


= — 
Como v e mv são paralelos: v Amy = 0 


— — 
aL >, de 
dt dt 

Mas 
— dp — — 
EN ra F 
Então 
dL -—p =, 
e 
o ape 
ou seja 
dE 
mem 
T=—— 
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6b. Conservação do momento angular para um ponto ma- 
—) 


terial. — Se T = 0, então 


> 
=, 
ss = 0, L é constante 


“Se o momento das forças aplicadas a um ponto material em relação 
a um dado ponto de referência é zero, então seu momento angular em 
relação àquele ponto é uma constante.” 


ExEMPLO 1: Movimento dos planetas. — Consideremos um planeta girando 
em torno do Sol. Para simplificar vamos considerar as órbitas circulares com centro 
no Sol (fig. 194), o que constitui uma boa aproximação. 


A força que atua em cada planeta é então: 


==> Mm 


— > 
F = k =3 r=rf(r) 





Para este movimento 
—, 


— — > > 
TC=rAF=rarf(r) =0 =) 


Portanto, o momento angular de cada planeta é 
constante. Calculemos por exemplo o valor de L para 
Netuno Fra. 194 


Massa (M) = 102ºg 
Raio da órbita (R) = 5. 10!4cm 
Período de revolução (T) = 165 anos = 5. 10ºs 
27 1029. 6.25. 1028 


L=MR=MÉ Roo & 3. 104º%g.em?/s 





Fazendo cálculos do mesmo tipo para os outros planetas, pode-se obter a seguinte 
tabela 


PLANETAS MOMENTO ANGULAR X 105º g.cm?/s 


——— —— . —— tee e, 1 mm ce em et a e TO ee 
- a | —— e e e 


Mercúrio + Vênus + Terra + Marte (em 


0,5 
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ExempLo 2: Uma partícula de massa M, presa na extremidade de um fio, gira 
com velocidade v1, quando o raio é rz. Se diminuímos o raio de r> para 71, O que acontece 
com a velocidade v (fig. 195)? 






! 
h 
. 
' 
, 
1 
' 
e 
, 
t 
+ 
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A maneira de realizar esta experiência é indicada na figura 195. Um fio vertical 
passa pelo interior de um tubo fixo. Um corpo de massa M é preso à extremidade deste 
fio. Quando M gira, r; fica num plano horizontal. Para diminuir r, basta puxar ou 
deslocar o fio da posição P para a posição P”. 

Aplicando o teorema da conservação do momento angular, uma vez que a força 
atua ao longo do raio e, portanto, L é constante 


Mv; ri = Mva ro 
rm 

v2 = Vi fe 
T2 


e, como ri; <r2, 4 velocidade aumenta quando o raio diminui (*). 


(*) Uma ilustração deste efeito é o redemoinho que se forma quando um líquido se escoa por um pe- 
queno orifício no fundo de um recipiente (como uma pia cheia de água ou uma banheira). Se um pequeno 
volume de líquido a uma certa distância do orifício possui um certo momento angular, sua velocidade an- 
gular aumenta quando ele se aproxima do orifício, devido ao teorema da conservação do momento angular. 
A força da gravidade responsável pelo escoamento não introduz nenhum movimento giratório no líquido 
em torno do orifício de escoamento. 
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Usando a velocidade angular 
v 
= — 
S 
tem-se 
Ca 
w =w (— 
T2 
A energia cinética do corpo, quando o raio é ri, vale: 


E 


2 
z Mv; 


e, quando o raio é ra 
a Mv; 
Pelo teorema das forças vivas é preciso, então, realizar um trabalho 
RP A RR 1 [(=:)' | 
W=5Mj-SMj=5 Mn n 1 
para encurtar o raio em que o corpo gira. 


6c. Conservação do momento angular de um sistema de pontos 


materiais. — Vimos que para um ponto material 
my 
>  dL 
— de. 


onde T é o momento da força aplicada ao ponto material em relação 


—, : 
a um ponto e L o momento angular desta força em relação ao mesmo 
ponto. 


—, 0 
T=rAF 
— >0s 
L=rADp 


Vamos, agora, generalizar esta equação para um sistema de pontos 


materiais (e para um corpo rígido): se denominarmos CT, e L, o mo- 
mento da força e o momento angular aplicados ao ponto 2, teremos uma 
—), 


mat 
equação do tipo CT = E para cada ponto material. Somando as N 
equações. 


Nos d — 
puma AM 


e. 
4 
ques 
“o. 
N 
fumd 
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Definindo novos vetores 


au 

N 

Il 
us 

al 


. 
N 
Ps 


E 

Il 
Me 

E 


ca 
h 
pa 


temos(*) 


a 
or | 

E|a 
= 
» 


isto é 


1 
o TA ms se > Ei 
i=1 


1=1 


Se o momento total das forças externas aplicadas ao sistema em 
relação a um ponto é nulo, o momento angular do sistema em torno 
deste ponto é constante. 


7. Nota sobre sistema de referência nas colisões 


Quando se estudam as colisões ao longo de uma linha, como fizemos acima, as 
posições dos corpos que colidem são medidas em relação a um ponto de referência fixo, 
que é ligado ao laboratório ou, o que é a mesma coisa, à terra. Este sistema chama-se 
sistema do laboratório. 


(*) Num sistema de pontos materiais há, porém, dois tipos de forças: a) as forças internas que as 
partículas exercem entre si; b) as forças externas (atração gravitacional da Terra, por exemplo). 


Pode-se mostrar que na aplicação do teorema acima, só é necessário considerar as forças externas. Com 


efeito, suponhamos que entre 2 pontos P, e P, haja uma força de interação F, (em P, e Fa (em P,); 
pelo princípio de ação e reação (fig. 196) 


—- -— 
Fa = -—Fy 


Se considerarmos, portanto, um ponto O qualquer, a soma dos momentos destas duas forças em 
relação ao ponto O se anula pois 


> > > -— > > -+ 
nA Fo =(P-4AAFyo+raAFo=rA Fi 
> > dy > > a 
Ta A Fa = (P,- A) A Fa + r A Fa = A Fa 
> - > 
e AF +trAFo=o 


Se considerarmos, agora, os momentos angulares que elas produzem nos 
pontos P, e P,, temos: 


Rs > > > 
7A+Da+rAPa=Oo 





> — 
pois Pjy = Ps», uma vez que 
dp RE E =, 
p p 
a das Ra 
Fic. 196 
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Vamos introduzir, agora, um outro sistema de coordenadas (SCM) que utiliza 
como ponto de referência fixo o centro de massa dos dois corpos (fig. 197), que é definido 
pela expressão 


mizi + maz3 


dis mi, + ma 


Propriedades do SCM: 


1. Num instante dado 


midi = mada 


Com efeito 





di = X - zh 
da = 73- X Fra. 197 


Multiplicando a primeira destas por m, e a segunda por ma 


midi = mi X - Mizi 
mada = Mazza - ma X 


Subtraindo a segunda da primeira 


midi -madsa = mi X + ma X - Mt — mara 
(m + ma)X - (mz, + maza) 


= - MZ + Mata 
= Ama cj ma) (x m, + mz ) 
que é zero pela definição de X. 
Portanto 
midi = mada 


2. A velocidade do centro de massa é a mesma antes e depois da colisão. 
Se os corpos se movem, a posição do centro de massa varia; após um tempo At 
a figura 197 se transforma na figura 198. 


— es 
mM vi Vem Mv 





Fra. 198 
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À nova posição do centro de massa é 


mi (x1 + Azi) + ma (x2 + Aza) 
m + mz 


X+ 4X = 


Subtraindo o valor de X 


m, Az; + ma Atz 
m, + ma 


AX = 


Dividindo por At e calculando o limite para At >0 


v mivi + mavz pi + Dz 
CI Te So a q 
mi, + ma mi + mz 
Como a soma dos momentos é constante, a velocidade V do centro de massa é 
sempre a mesma, antes e depois de uma colisão. 


3. Se o momento total é zero, Vou = 0,€e 0 centro de massa permanece estacionário. 


4. Em relação ao seu centro de massa a quantidade de movimento de um sistema 
é nula. 


Consideremos, como acima, dois corpos de velocidades v; e v2; o seu centro de 
massa se move com velocidade V. Em relação ao centro de massa, as velocidades dos 
corpos são 


v] = Vi - V 
vp =v2-V 
e a quantidade de movimento 
mv, + mavo = mv -mV +mavz-maV 


mivi + mova -(m + mo) V 


Substituindo V pelo seu valor calculado acima 


, , mivi + mavz 
mv, +mav,=mov +mavz-(m +m)————>—— = 0 
m, + mz 


O sistema de centro de massa chama-se, por isso, sistema de referência de momento 
nulo. 


EXERCÍCIOS 


1. Um núcleo radioativo, inicialmente em repouso, se desintegra emitindo um elétron 
e um neutrino em direções perpendiculares. A quantidade de movimento do elétron 
61,2 X 10-22kg.m/s e a do neutrino é de 6,4 X 10-23kg.m/s. a) Determinar a direção 
e o módulo da quantidade de movimento de recuo do núcleo residual. b) A massa 
do núcleo residual é 5,8 X 10-2%kg. Qual é a sua energia cinética pelo recuo ? 
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a) Chamemos (fig. 199): 


—t 
En 





— 

Pe: quantidade de movimento do elétron 
mio 

pn: quantidade de movimento do neutrino 


Ra 
pr: quantidade de movimento do núcleo residual 


Pela conservação da quantidade de movimento 
deveremos ter E 


pr=V pi +pi=V122 40,642 x 10-22 


| pr = 1,36 X 10"22kg.m/s | 


Pn 0,64 X 10-22 
pr 1,36 X 10-22 


| a = 28º | 


b) mp = 5,8 X 10-26kg Fra. 199 


E Mp. vrR? pr? (1,36 x 10-22)2 1,85 
Cc —— "= 


R 2 Imp 2X 58X 10-26 11,6 


Ecp = 1,6 X 10-19] = leV | 


- Um prato de balança cuja massa (incluindo os tirantes) é 200g, está dependurado 
em uma mola, fazendo a mola esticar 10cm de sua posição de equilíbrio. Um pedaço 
de massa de vidraceiro, de 200g, cai de uma altura de 30cm sobre o prato; a massa 
parte do repouso. Calcular a distância máxima que o prato desce (fig. 200). 





x 10-18 


Resolução: 


0,2 x 10 


Constante elástica da mola: k = 0,10 


= 20N/m 


Velocidade da massa m, de vidraceiro ao incidir no prato: 


vi =V2gh=V2xX10X 0,30 = V6 = 2 45 m/s 
Quantidade de movimento do sistema m, + mz (mz é a massa do prato) imedia- 
tamente antes da colisão: 
mvi + O 
Idem, imediatamente após a colisão: 


(m, + ma2)Vo 


onde Vo é à velocidade inicial do conjunto (m; + mz), no ponto correspondente à 
posição de equilíbrio sob a ação do peso do prato. 
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Desprezando o deslocamento do prato durante o fenômeno da colisão teremos, 
pela conservação do momento (linear) 


02x 2,45 


mvi = (mm +mo)Vo .*. Vo 04 


Vo = 1,23m/s 


Apliquemos agora a lei de conservação da energia desde o instante em que cessou 
a colisão até o instante em que a deformação da mola é máxima. 





mola livre ; 
am jo o Jo, (mm a Referencial da energia potencial elástica 
Xo = 10cm 
os ed aaa o a a Sir I m,+m, imediatamente após a colisão 
x Vo=1,23mf 
Ax ho 
1 pao ando RS À VQ/ E PS RR voo HM Referencial de energia potencial do 


campo da gravid. 


Fira. 200 


Conservação da energia entre os estados (1) e (II) 


k. zo 
2 


k.x? 
2 








1 
+ (ma +malgho + 5 (mi + ma) Vo = +0+0 


10 X 0,102 + 0,4 X 1047 + 0,2 X 1,5 = 10(0,10 + 47)2 


10 472-247-0,3 =0 


Az = 0,30m ou | àz = 30cm | 


3. Uma partícula alfa colide com um núcleo de oxigênio, inicialmente em repouso. A 
partícula alfa é desviada para uma direção que faz um ângulo de 72º com a sua 
direção de movimento inicial e o núcleo de oxigênio sofre um recuo numa direção 
a 41º com a direção do movimento inicial, do lado oposto da partícula alfa. Qual 
é a razão entre as velocidades das duas partículas? A massa do oxigênio é 4 vezes 
a massa da partícula alfa (fig. 201). 
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yi Vi 
! mo = Ma 
1 Moc , 
! + v 
' ' 1 
4 — =? 
LÊ vz 
moc A] ou te 

ARRAES o 

a Ps Jao 
y a 
Ne 
, 
Yi 
Fia. 201 


D, 


> >, 
pitpa =P +p, 

Projetando esta equação na direção yy' vem: 
Ma . v| sen 72º = mo. va sen 41º 
Pe Mad]. 0,95 = 4ma.v; X 0,656 


4X 066 2624 
ER So =, “Se "09. = 2,76 





4. A massa da Lua é cerca de 0,013 vezes a massa da Terra, e a distância do centro da 
Lua, até o centro da Terra, é cerca de 60 vezes o raio da Terra. Qual a distância 
do centro de massa do sistema, Lua — Terra, até o centro da Terra? O raio da Terra 
é 6.400km (fig. 202). 


mz = 0,018mzr; d = 60R7; Rr = 6.400km 











1 d | 
Fia. 202 
Emmy mr .d — 0018mr.60Rr | 0,78 = 
“cm sm Cmp+me. mr + 00l8mp 1,013 en O id 


zom = 4.930km 
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5. Um vaso explode, estando antes em repouso, partindo-se em 3 pedaços (fig. 203). 
Dois pedaços, de massa igual, saem voando em direções perpendiculares com ve- 
locidades iguais a 30m/s. O terceiro pedaço tem três vezes a massa de cada um dos 
outros dois? Qual é a direção e módulo de sua velocidade logo depois da explosão ? 


mv 


mv 


V=:30m/s 





imvy 
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Diagonal do quadrado: 3X v, =MvNV2 


. v 2 30 V2 

e e Vz = = e E e Vs = 10 2m/s | 
3 3 | V | 

A direção é dada pelo ângulo | a = as | 


6. Um vagão de carga pesando 32 toneladas e com velocidade 1,5m/s alcança e bate 


em outro vagão que pesa 24 toneladas, e se move na mesma direção do primeiro 
com velocidade Im/s (fig. 204). 











a) Qual é à velocidade comum dos dois carros depois da colisão se eles se acoplam 
na colisão? Qual é a perda de energia cinética neste caso? 


b) Se a colisão for elástica, os vagões não se acoplam, mas se separam depois da 
colisão; quais serão as suas velocidades neste caso? 


Vv=2 
V=|5m4 V2: 10mf 
m,= 32 ton. m,= 24 ton. m; + ma= 56 ton. 
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a) Conservação do momento: 


mivi + mava 
mi + ma 


V = EXU E | V = 1,20ms | 


mivi + mava = (m. + ma)V o. V= 
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(mi + ma)V? = 28.000 X 1,292 = 46.600) 


1 1 
Wantes = — mvt + o mavi = 16.000 X 1,52 + 12 X 103 = 48.000] 

1 

2 


Wapós 





| AW = 1.400J | 


b) mivi + mavz = mid] + mavo “e. 32 X1,5+4+24X1= 
= 30, + 240, .'. 72=32%, +24, 
+ 3% =9 (1) 
Conservação da energia: 
mavt + mavz = mivÉ efe mov? 

32 X 1,52 +24 X 12 = 3%W) + 242 
72+24 =32Ww) +24) .'. 96= 322 +24) 
4? + 37? = 12 (2) 


De (1) tiramos 


9 —- 3 
oa (1º) 
Substituindo em (2) vem 
81-54, +97 Na 
o a, 
4 
81 - 540, + 97 + 1207 = 48 
81-54, + 9%) + 1202 = 48 
212? - 54, +33 =0 
! . 94 + V542 -4X21X33 54 +12 
2 42 42 
, 42: “ o . 
2 = E Im/s (não serve por coincidir com a velocidade 
inicial) 
Logo: 4 e 
vo = o m/s 
2 42 21 


Então: va = 1,5/m/s 
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Levando este valor em (1) vem: 


9-3 E 
, 21 15... , 
v| i Dad E 1,07m/s 
Resposta: 
v = 1,07m/s 
va = 1,57m/s 


7. Uma pequena esfera cai, a partir do repouso, de uma altura h e colide com uma 
superfície plana, e horizontal, perfeitamente rígida. O coeficiente de restituição 
entre a esfera e o plano é e. 


Calcular: 


a) o número total de colisões 
b) a distância total que a esfera percorre até parar. 


Solução: 


Velocidade imediatamente antes da 1.º colisão: vo 
Velocidade imediatamente após a 1.º colisão: vi 


vi = Vo € vo = V2gh 


Então, imediatamente após a 1.º colisão, a esfera inicia a subida com v, = evo € 
atinge a altura: 





2 2.2 
v| € vo ' 
hi = 29 = “2. = e2h 
No início da 2.º colisão a velocidade é vi = evo; no final évz = w, = evo, € 
a esfera agora sobe de 
eSv2 vz 
E” O med) mn 
ha = 29 eth 29 


Generalizando, após a n-ésima colisão a esfera sobe de 


hn = e2nh 
a) Condição h, = O .'. en = 0. Como e<l 
concluímos: | n> o 





b) D=h+4+2h+2h2.+4+2hs +... = 
= h + 2e2h + 24h + 26%h + 28h +... 


RE D=M(S+2 +48 +...) 


Trata-se de uma progressão geométrica de 1.º termo q, = e? e razão q = é 
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A soma dos termos é S = Es 
Então 
1 e2 
D = 2h (5 + E) 
2 
| D = l-+e h 


. Uma esfera de aço de 0,5kg, presa a uma corda de 75cm, fixa na outra extremidade, 
é abandonada sob a ação de seu peso quando a corda está horizontal. No ponto mais 
baixo de sua trajetória a esfera colide elasticamente com um bloco de aço de 3kg 


inicialmente em repouso, em uma mesa horizontal. Qual a velocidade dos dois corpos 
após a colisão (fig. 205)? 
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vi = velocidade de m;, na iminência de colidir com ma 


Pela conservação da energia aplicada à massa mi, poderemos escrever: 
10 E as 
Magl = > mapi E vi =V2gl = V2X 10X 0,75 
“e Vi = V 15m/s 


, , e . . . 
Sendo v e v, as velocidades de m, e mz imediatamente após a colisão, poderemos 
escrever: 











“conservação do momento: mivi = mad + mavo 
| vo = Vva-dy 
conservação da energia: e=1= E 
Vi — Va vi 
Então 
0,5 V15 = 05) +30, .'. V1l5=0, + 6, 
e também 
vo =0-0 V15 = 0, - 0) 
Somando: 2N15 = Tv a va = a EE Ta va = 1,Im/s 
: , , — 515 , 
Ainda; v| = v9- V 15 = - 7 .“. v = -2,76m/s 
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Respostas: 





9. O corpo 4 é abandonado em repouso com 6 = 90º e desliza sem atrito até atingir 
o corpo B (fig. 206). Sabe-se que o coeficiente de restituição é 0,8. Calcular: 
a) a velocidade de B logo após o impacto 
b) a tensão máxima na corda que sustenta B 
c) a altura máxima atingida por B 


| rz= 0,60m | 
A] 





ma = lkg 
mB = 2kg 
g = 10m/s? 


> 
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rigidos 


1. Conceito de corpo rígido 


Discutimos anteriormente o movimento de um sistema de pontos 
materiais. Um caso especial importante destes sistemas é aquele no qual 
a distância entre duas partículas quaisquer permanece constante no 
tempo: tem-se então um corpo rígido. Apesar de não existirem corpos 
que sejam perfeitamente rígidos (todos os corpos podem ser deformados 
quando atuam sobre eles forças suficientemente fortes) muitos corpos 
constituem uma aproximação adequada de um corpo rígido. 


Discutiremos apenas alguns tipos de movimento dos corpos rígidos: 


translação — é o movimento em que todos os pontos do corpo se 


movem na mesma direção com a mesma velocidade e aceleração em cada 
Instante (fig. 207). 


tea. 


º 
» N 
4 


/ Z e 


y TRANSLAÇÃO 


Fra. 207 


rotação — é o movimento no qual um ou dois pontos são conside- 
rados fixos. 


Se um ponto é conservado fixo, o único movimento possível é aquele 
em que cada um dos outros pontos se move na superfície de uma esfera 
cujo raio é a distância do ponto móvel ao ponto fixo. 


Se dois pontos são fixos, o único movimento possível é aquele no qual 
todos os pontos (exceto aqueles que se encontram sobre a linha que une 


os dois pontos fixos, isto é, o eixo) se movem em círculos em torno do 
eixo (fig. 208). 
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É possível demonstrar, em geral, que qualquer deslocamento de 
um corpo rígido pode ser considerado como uma combinação de trans- 
lações e rotações (fig. 209). 
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Estudaremos aqui apenas os movimentos mais simples de um corpo 
rígido: o de notação em torno de um eixo é o de translação. 


2. À equação de movimento na rotação 
em torno de um eixo 


Havíamos estabelecido para um sistema de equação 


d > d as =, E des 
a tr= a Drama = > 
1=1 = 1 
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A velocidade v numa rotação é sempre perpendicular a Ta (fig. 210). 











Fra. 210 
Portanto 
ad N N ; 
Lr| = >» Md, = >» (mar; ko 
1=1 (=1 
pois 
vi = wr; 


(w é o mesmo para todos os pontos) 


e 


so N 
Lr| = [Ê ema) e 


1=1 








N 

A grandeza >, (mr) é chamada de momento de inércia do corpo 

i=] 
rígido em relação ao eixo considerado. 
em 

Definindo o vetor w como o “vetor velocidade angular”, que tem o 
módulo w, a direção do eixo de rotação e o sentido da regra do saca-rolhas, 
temos 


—p = 
L = Iw 
Esta fórmula permite relacionar o momento de inércia com o mo- 


— — 
mento angular. Substituindo L por Jw 
tem-se: 


al 
+ 

| 
E 


e, como 1 não depende de t 


as dal 
"3 

va 

m E 
Sj&, 


” 
1 
mm 
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Vê-se aqui que é possível fazer a seguinte analogia entre o movimento 
de um ponto e o movimento de um corpo rígido: 


Ponto material Corpo rígido 
-— emp 
F > T 
M—————5I 
— mp 
a - a 


O momento de inércia de um corpo rígido corresponde à massa do 
ponto material. 


=) 
Se o momento das forças externas é nulo, então Jw = constante 
(teorema da conservação do momento angular). | 


3. 4 equação de movimento na translação 


A definição de centro de massa de um sistema de n pontos no espaço 
pode ser generalizada da seguinte maneira: centro de massa é um ponto 
de coordenadas 


e Em: = Em; 
Zm; M 
= Emmy, — Zmy 
Zm; M 
ES sm Zmi;z; = Em: 
Em, M 


onde M é a massa total do sistema. 
Tomando a primeira delas 


Mz =mzx E mzra +... E mz 


e diferenciando duas vezes: 


diz d? 71 d2? 72 d? tn 
Mg mg tm tec tm 
= maz+ mas; +...+t man 
d2x 
Ma; =M-a = Fiz +Far +... + Faz 


A soma das componentes x das forças que atuam nos n pontos do 


E : ZF 
sistema determina uma aceleração a, = a do centro da massa. 
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Se considerarmos as 3 componentes, tem-se: 
—+> É 
Ma = EF t 


Por um raciocínio análogo ao que fizemos acima, pode-se mostrar 


o 
que as forças internas não contribuem para a aceleração a. Pode-se, pois, 
escrever: 


=> ad 
Ma = Z Fez 


“O movimento do centro de massa é tal como se toda a massa estives- 
se concentrada nele, assim como a força externa total” (Teorema do 
movimento do centro de massa). 


Às forças Internas ocorrem sempre aos pares e não podem modificar 
a posição do centro de massa; este fato explica o movimento de uma 
chave inglesa que se movimenta em linha reta mas é animada de um 
movimento de rotação: o centro de massa se movimenta em linha reta 
mas a chave, que é assimétrica, gira em torno dele (fig. 211). 
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Combinando o teorema do movimento do centro de massa com o 
teorema de conservação do momento angular pode-se entender as acro- 
bacias de um nadador que salta do alto do trampolim (fig. 212). A tra- 
jetória do centro de massa é a de um ponto material que fosse lançado 
do trampolim, apesar dos movimentos do mergulhador em torno do centro 
de massa. 


O teorema da conservação do momento angular explica, provavel- 
mente, a razão pela qual as galáxias (como a Via-láctea) são achatadas 
como uma panqueca: basta assumir que uma nuvem esférica de gás é 
dotada inicialmente de um movimento de rotação em torno de um eixo 
ig. 213). 


Devido à atração gravitacional, a esfera começa a se condensar e, se 
não houvesse movimento de rotação, a esfera condensar-se-ia por igual; 
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Fra. 212 


devido à rotação, a nuvem se contrai na direção paralela ao eixo de rota- 
ção; no plano perpendicular ao eixo, 1 diminui com a condensação e, 
portanto, w aumenta, uma vez que Iw = constante. Surge, portanto, 
uma força centrífuga miw?r que se opõe à contração; quando mjw?r 





Fira. 213 
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é igual à força gravitacional, a contração neste plano cessa, mas nada 
impede que ela continue na direção do eixo de rotação. 


O teorema de conservação do momento angular explica, também, 
porque uma dançarina que gira na ponta dos pés com os braços estendidos 
aumenta sua velocidade de rotação ao fechar os braços: sendo Iw = cons- 
tante, e como 1 diminui quando a dançarina fecha os braços, w aumenta 
(fig. 214). 
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O mesmo ocorre quando uma pessoa sentada numa banqueta gira- 
tória de piano a faz girar com os braços abertos; ao fechar os braços 
sua velocidade aumenta. 


4. Cálculo da posição do centro de massa 


Se um corpo é contínuo, pode-se generalizar as fórmulas que dão 
as coordenadas do centro de massa da seguinte maneira: divide-se o corpo 
em pequenas massas Am, iguais e calcula-se, por exemplo, 


E z (Amy) Tlf 
— E(Amj 
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Fazendo Am, tender a zero, tem-se 


Z(Am)z  Jedm 


im =" = — z dm 
amo 2(Am) fim  M 


T = 


onde a integral se estende sobre todo o volume do corpo. 


Analogamente 
oo Elâmdy  Judm a z 
= lm >——L = = — dm 
E am—o Z(Am) J dm MJ! 
7 = tm Poda Jeéo 1 faa 
amo Z (Ami) J dm M 


O cálculo do centro de massa é, em geral, muito simplificado por 
considerações de simetria. É evidente, por exemplo, que o centro de 
massa de uma barra está colocado no seu centro, qualquer que seja o sis- 
tema de referência usado para calcular sua posição (fig. 215) 





y 
Ê 
0 Xo X Xo + 
Fia. 215 
E 1 á 1 (rot á 
“=M x m =) x am 
Ed 
e, como 
dm = - dz 
- 1 fra dz 1 AÊ Hi 1 22 |zo+l 
**M E de e is 
xe Lo 
E 3 - 25 — (+ +2eo - a) 
se (xo + 1) = X -=2 G+ + 2xol — 29) 


e 1 
ao U+2z0) = z + + 
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Se se escolhesse a origem das coordenadas no centro de simetria da 
barra (fig. 216) 


1 2 1 t/2 1 [2 [N2 
=) sdm=5 [ ca = s[(5)-(5)]-0 
-1/2 


2 
isto é, o mesmo resultado que acima. 


y 


= L, O + L,, K 


Fira. 216 


5. Cálculo do mamsrito de inércia 


Para um conjunto discreto de pontos materiais 


[= E mr: 


se o corpo for contínuo, calcula-se 


[= lim =(Am, r = fr dm 
âm 0 = 


onde a integral se estende sobre o 
volume V do corpo. 


No caso de um disco de raio R, 
o momento de inércia em relação a 
um eixo normal ao plano do disco 
que passe pelo seu centro pode 
ser calculado da seguinte forma 
(fig. 217). 


Se 





dm = pdV = p2rrdr Fia. 217 
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é a massa do disco por unidade de espessura, então 


R 
I=e27[ r3 dr = 
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Exemplos de cálculos de momentos de inércia (fig. 218): 


a) Aro em torno do seu eixo. 

b) Cilindro maciço em torno do eixo do cilindro. 
c) Esfera maciça em torno de qualquer diâmetró. 
d) Aro em torno de qualquer diâmetro. 


Um teorema muito útil no cálculo de momento de inércia é o teorema 
dos eixos paralelos: 'Tomemos um corpo rígido de massa M e centro de 
massa (; suponhamos que o momento de inércia em relação a um eixo 
que passa por ( seja 19. Tomemos, agora, outro eixo paralelo ao primeiro, 
que passa por um ponto C” a uma distância d de C. Os eixos que passam 
por € e C” são perpendiculares ao plano x, y (fig. 219). 


2 = + 
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O momento de inércia (1) do corpo em relação ao eixo que passa por 
C” é dado pela relação 


[= Il + Md? 
Com efeito: utilizando como sistema de referência eixos paralelos 
a xy que passam por €, podemos escrever para o momento de inércia 
de um elemento de massa dm, situado na posição 7, y; em relação a C” 
AI, = Ami [(x,- xo)? + (yy— y0)?) 
Portanto 


I = EAm, (7º + y2)-210 EAm, z;-2y0 EAM; y + (xo + vo) EAm, 


Da definição de centro de massa decorre que 


ZAm,z,; = ZEAm;y, = 0 
I = [o + Md? 


uma vez que 
Z Am, =M 
Io = E Am (x; +97) 


é o momento de inércia em relação ao centro da massa. 
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ExEMpLOS de aplicação do teorema dos eixos paralelos no cálculo de momentos 
de inércia (fig. 220): 


a) Aro em torno de qualquer tangente. 
b) Cilindro maciço em torno de um diâmetro central. 





(a) 
Fia. 220 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Momento de inércia. 


6. Pêndulo composto 


A equação fundamental da dinâmica dos corpos rígidos, no caso da 
rotação, pode ser utilizada no estudo de um.caso particular muito im- 
portante que é o do pêndulo composto. 


Consideremos um corpo rígido qualquer 
suspenso por um eixo horizontal em torno 
do qual ele se pode movimentar (fig. 221). 


A ação da gravidade sobre o corpo é 
uma força Mg aplicada no centro de massa 
C. Esta força faz surgir um momento 


T = -Mg d = -MglI seno 


onde o sinal menos é usado por se tratar 
de um momento que origina um movimento 
no sentido dos ponteiros do relógio; em 
outras palavras, se os ângulos são conside- 
rados como positivos no sentido anti-horário, 
então o momento é negativo por ter sentido 
Fira. 221 anti-horário. 
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A equação de movimento é 
d? 0 


RE a 


onde 1 é o momento de inércia do pêndulo composto em relação a O. 
Se 8 for pequeno, podemos escrever 


T = -Mglo = - C6 onde C = Mgl 
Então 
d? 0. 
[E = -00 
eo Cc, 
dt I 


e cuja solução é a mesma da equação do pêndulo simples, isto é, um movi- 
mento oscilatório de período 


o N I 
T = 2r q?” “Mol 


Observe-se que de uma medida de T se pode obter o momento de inércia T. 


Em particular, se o pêndulo composto se reduzir a um pêndulo sim- 
ples (corpo de massa m pendurado a certa distância de um ponto fixo) 


I=ml2, M=m, d=l 





m I2 NE 
T=2, 25 = 27 = 


No caso geral, usando o teorema dos eixos paralelos, temos que 





I=lIlo+ MI 


onde Io é o momento de inércia em relação a um eixo que passa pelo 
centro de massa. Costuma-se definir um raio de giração k pela expressão 


Io = Mk? 


Então 


T = 2r 





= Y 


Pre, RR 
gl 


O período do pêndulo composto é, pois, o mesmo que o de um pên- 
dulo simples de comprimento 


2 
p= D+ 


T = 2. NÉ 
9 
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Há dois valores de | que satisfazem a relação acima, uma vez que esta 
é uma equação do segundo grau 


B-W+k2 =0 
EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Pêndulo composto. 


7. Energia cinética de rotação 
Se tivermos n pontos materiais 
1 
E, = 2 (m: rr +mar? +... m ) q? 


onde w é à velocidade de rotação comum a todos eles. 


n 
1=1 
E = Iw? 


Se a distribuição de massas for contínua, tem-se a mesma expressão 
com o valor adequado de T. 

Esta expressão é muito útil na solução de problemas, pois caso a 
energia cinética se conserve ou uma dada energia potencial se trans- 
forme em cinética, ela dá informação sobre o comportamento de w e 
vice-versa. 


8. Rotação acompanhada de translação 


Na colisão de duas bolas de bilhar, quando o choque não é central, 
observa-se, muitas vezes, que as bolas passam a ter um movimento de 
rotação além do de translação. Se antes da colisão o movimento é de 
translação pura, é necessário concluir que parte da energia cinética 
inicial se converteu em energia de rotação (fig. 222). 

Vamos deduzir qual é a relação entre estas energias. Para isso, 
consideremos uma esfera que gira sem escorregar sobre uma superfície 
(fig. 223). 

Em cada instante, um ponto P da esfera está em contato com a 
superfície e tudo se passa como se o resto da esfera estivesse girando em 
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o 


Fira. 222 





torno dele. P chama-se eixo instantâneo de rotação. Em relação a este 
ponto, a energia cinética total do corpo é 


1 


Es 2 
2 


E, ms I, wW 
onde 1, é o momento de inércia da esfera em relação a um eixo que passa 
por P. 


Apliquemos, agora, o teorema: dos eixos paralelos 


1, = To + MRº 


onde Io é o momento de inércia em relação ao centro de massa (centro 
da esfera), M a sua massa total e R o seu raio. 
Tem-se, agora 
1 1 
Rw = vo é à velocidade tangencial do centro da esfera em relação 
a P; mas P muda em cada instante e vo é paralelo ao plano no qual a 
esfera se movimenta 


l 1 


Esta relação pode ser interpretada da seguinte forma: A energia 
cinética da esfera é igual à soma de 


O) 2 To w? — energia que a esfera teria se estivesse girando em torno de um 
eixo que passa pelo seu ceniro. 
1 Do cl tin 
II) 2 Mv, — energia cinética de translação da esfera com a velocidade vo do 


seu centro de massa. 


ExemrLo: Estudar o movimento de um cilindro sólido de massa M e raio R que rola 
(a partir do repouso) por um plano inclinado (fig. 224). 
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A energia total do cilindro ao chegar no fim do'plano inclinado de altura À é Mgh. 
Então 
Mah = A To w? 1 Mv? 
mn = q tow + o Mv 


1 


lo = 5 MR? w = 


E 
R 
Portanto 
ma = (Ene) (6) 4 bue o (141) mo 
donde 


Se o cilindro não rolasse, a sua velocidade seria simplesmente 


v=V29h 


9. Estática dos corpos rígidos 


O movimento dos corpos rígidos pode ser ou de translação ou de 
rotação; as equações de movimento que estabelecemos para estes movi- 
mentos (que constituem uma generalização da lei fundamental da Diná- 
mica para o ponto material f = ma) são as seguintes: 


Movimento de translação: 


=» = 
onde M é a massa total, a a aceleração do centro de massa e Fox à soma 
das forças externas aplicadas nele. 
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Movimento de rotação: = 
Rd d w 


= 


e 
onde T é o momento das forças exteriores aplicadas. 


As condições para o equilíbrio dos corpos rígidos(*) decorrem destas 
duas equações. É preciso ter 


À 


may 
Fext =0 e Tt=0 


Condição para o equilíbrio de translação: a resultante das forças externas 
é nula | 


—» e e 
Fat =2,F,=0 
1=1 


Condição para o equilíbrio de retação: o momento total das forças externas 
é nulo. 


ro n 
Ç “5 T=0 
1=1 


A condição para a translação equivale a três condições, quando se 
decompõem as forças nas suas coordenadas. cartesianas 


Fi +tF>2;p +... + Faz = 0 (1) 
Fiy + Fay «+ creo cc... + Fay o 0 
Fi. + Fo; + ecc... + F,s o 0 


“Da mesma forma a condição para a translação dá três condições 
para as três componentes cartesianas 


CT: = Cir + Car + ..... + Car = 0 (II) 
Ci = Ciy + Coy +... + Cv = 0 
To = Ti + Ta +... + Tu = 0 


Estas seis condições independentes correspondem aos seis graus de 
liberdade de um corpo rígido. Se o movimento do corpo é restrito a um 
plano (xy, por exemplo), existem apenas três graus de liberdade (dois de 
translação e um de rotação); isto é, o que efetivamente se vê nas con- 
dições acima: as componentes F, não existem e a translação dá duas 
equações; as rotações se reduzem a uma rotação em torno de um eixo 
perpendicular ao plano (xy). 


| EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Composição de forças. | 


(*) Entende-se por “equilíbrio” o estado do corpo em que não atuam forças externas sobre ele; 
o 
para o caso de translação, esta é a situação análoga à do ponto material; se a = 0, o corpo rígido ou 


=> 
está parado ou em movimento uniforme. Para o caso de rotação «a = O significa que o corpo ou não está 
girando ou está em movimento de rotação uniforme. Neste caso, forças fictícias atuarão sobre os diversos 
pontos de corpo rígido, mas estas forças podem ser consideradas internas. 
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Teorema — Um problema sério 
que surge na aplicação das condições 
(ID) é o seguinte: é possível que as 
condições (ID) sejam válidas em rela- 
ção a um dado sistema de coordena- 
das (que passa por um ponto O do 
corpo material, por exemplo) (fig. 
225). Se agora consideramos outro 
ponto P, as condições (ID) valem, 
também, para os momentos calcula- 
dos em relação a este sistema? A 
resposta é afirmativa: as condições 
(II) são válidas para qualquer eixo. 

Para simplificar a demonstração 
deste teorema, consideremos um corpo 

aos que gira em torno de um eixo passan- 
do por O no qual três forças atuam. 
O momento das forças em relação a este eixo é 


To = Tie + Ta + Ta: 
«que supcmos igual a zero. 





—s mma - 
—- o t j k 

Cir =|nmaFfi/=|7m /íyw O|=(Fiym-Fiyãi) 
Fi Fi O 


= (Fisyi — Fiyãi) + (Fosy2 —- Foyxo) + (Fazya — Fayta) 


onde na positivo um momento que tende a fazer O corpo girar 
no sentido dos ponteiros do relógio. 


Considerando, agora, P como centro de rotação 
» — [Fra(ya — Yp) = Fi, (z1 = Lp) + [Fa z(y2 e Yp) = Foy(za a Zp)) + 
+ [Fs«(y3 —- Yp) ia Fats = Z p)] 


donde: 
To, = To + Zp (Fi, + Foy + Fay) = yo (Fiz + Fo; + Fss) 


Mas e de. ds 
F=F,+F2 + Fs 
e, de acordo com a condição (1) 
Fiz + Faz + Fa, =0 
Fiy + Fay + Fay = 0 


To = 0 


Então, se 


segue-se que 
Tp as 0. 
C. Q. D. 
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EXERCÍCIOS 


1, São dadas 4 barras iguais, de comprimento | = 2m 
e massa m = 3kg cada, formando um quadrado 
que gira em torno do eixo vertical yy com ve- 
locidade angular constante w = lrd/s, conforme 
indica o esquema anexo. O quadrado pertence 
ao plano z0y móvel. Determinar o momento 
angular do quadrado, relativamente ao pólo O, .. 
aplicando a definição (fig. 226). 














Solução: 
—», -, — -+ — 
L = Las + Lpc + Leco + Lpa (1) 
Lan =? 
—» > 
dLaB = (P-0) A dm . vp 
Mas 
+ ps a 
vr=w A (P-0)=wj A (a: +5 ) Ee 
> -> 
vVp=-wU.zL. k 
e também: 
dm = A.dz 
Então 
dLaB = (z +51) A aAdr(-wz k) Fira. 226 
x a 23 T+? > 
Rg / RRAn = [o A (5) e da 
-I/2 
l ct. = 3 > m.i? > 
Le) J; Las = w.ATo) = 12º “1 
=) 
Lcp =? 
- > 
Lcp = Las 
T Tr E. | > m2 > 
LBc = LaD= 9 "A m(-o5 É) “4 “ 
Então 
=» ml? E ml? —, 
L 2 +12 + 2 Z “9 
Ls = m.l? ai 
ou = 
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2. Para o disco circular homogêneo, de massa m 
e raio R, girando com w = constante em torno 
de seu eixo de revolução, calcular a quan- 
tidade angular de movimento em relação ao 
centro do disco. O disco pertence ao plano zy. 
Fazer o cálculo a partir da definição de 
quantidade angular de movimento (fig. 227). 


Solução: 





Para a massa dmz (fig. 228) 
—, > = 
Fra. 227 dLa = (P-0) A dmz.v = w.r?dma k 


Para o aro de raio f e massa dm teremos: 


— — — — 
dl = [ dla= fw.rdmk=w.ridm. k (» 
dm dm 
Para o disco todo: | 
—- R — > (R 
L=[ ortdmk=ok f r2dm 
0 0 das” vo 


R 
Mas f r2dm = Io =momento de inércia em relação 
0 





ao eixo de revolução (ou pólo 0). Fra. 228 


Então 





3. Na fig. 229 tem-se um aro circular fino e homogêneo, de massa 
m, raio R e centro O. O referencial Oxyz é solidário ao disco e 
gira com w = constante em torno do eixo Oy. Determinar, a 
partir da definição, a quantidade angular de movimento do aro, 


em relação ao pólo O. Verificar que L =dJ. a 


Resposta: 








4. Na fig. 230 nota-se um eixo vertical giratório em mancais fixos. Ao eixo é soli- 
dária uma barra horizontal na qual estão sentados dois meninos de mesma massa 
m, ambos considerados como pontos materiais. 


O sistema giratório tem massa desprezível. No estado inicial, o conjunto gira 
com wo = constante, estando os meninos equidistantes do eixo de zo. 


Mecânica dos corpos rígidos 249 


rh 


Fra. 230 


Em seguida os meninos avançam em direção ao eixo. Determinar: 


a) à velocidade angular w do sistema, quando a distância dos meninos ao eixo for x 
b) o incremento de energia cinética do sistema e o trabalho da força centrípeta 


sobre os meninos. 


Solução: 


Confrontar os resultados. 


O sistema não recebe impulso angular externo. Então 


2mzo W, = 2mz? w .: 


do w, = Jw 


0 


E e ro 


ww = — wW 
z o 








b) Gonsideremos um dos meninos. A variação de sua energia cinética é 


sE,, = 


q2 w2 — 


4 
m 22 m&7Til 2 mas 
2 0-7 vg 0% 
e ado ia 1 1 
= — w = = 
9 0 “O Z2 
x 


A força centrípeta sobre ele vale: 


4 


sva E4 To a > 
F=-molzi=>-m— w tz 
z 
= 42 1% 
= dz 
RA 4 2% 
Po. dP= mag 
m 4 92 1 1 
Festa gd 
9 0 Àg2 zê 


O trabalho dos meninos contra a força centrífuga é igual ao incremento de ener- 


gia cinética. 
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5. Um aro metálico de massa M = 2kg e raio r = 0,5m gira em torno de um eixo ver- 


tical (fig. 231). Presa neste aro existe uma barra vertical AB de comprimento | = Im 
e massa m = 6kg. A velocidade angular do conjunto é w = 9rd/s. Durante a rotação 
a barra passa para a posição horizontal. Calcular a nova velocidade angular do con- 
junto. Os momentos de inércia do aro e da barra são: 

aro: Ja = E: M .r? 
Posição inicial | 2 

barra: Jp, = 0 


Posição final | barra: Jo, = — m.l2 


12 
Solução: 
J.wo=J'w 
1 1 1 
sã Dado us 244 2 ' 
>M.ro (GMn+gmi) 
7X2X025X9= (52X 025 + 5; 6X 1) us! 





5a | w = 3rd/s | 


6. Calcular a localização do centro de massa G do sistema constituído por três partículas 
de massas respectivamente iguais a lkg, 5kg e 10kg (fig. 232), localizadas nos 
pontos: P, (1,0,2), P2(2,2,2) e Ps (0,0, 0). 


Resposta: o (1 5 8' - p 


7. Três partículas, de massas respectiva- 
mente iguais a 1,0kg, 2,0kg e 3,0kg 
estão localizadas nos vértices de um 
triângulo eqiilátero de 2,/0m de lado, 
conforme figura. Pede-se calcular à lo- 
calização do centro de massa do sistema DU 
material constituído pelas três partículas 1,0 kg 2,0kg 
citadas. 





Resposta: G (1/6, 3/2) gen 


8. Calcular o momento de inércia, em relação ao eixo de revolução, de um disco de 
raio R e densidade superficial o (fig. 233). 


Calcular também o raio de giração. 


Solução: 
Jo = f r2dm 
m 
No caso: dm =2rr.dr.o 
R Rt 
Jo =? f rê dr = 2wo —— 


0 
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0. 


O. 





Mas m =c.rR? 
Então sa ro Ri mk? 
Ro CS 
mk? 2 RB 











Na fig. 234 notam-se um eixo vertical giratório em mancais fixos e um tubo 
horizontal solidário ao eixo. O tubo contém dois corpúsculos iguais, cada um com 
massa m = 2kg e ligado a uma mola de constante elástica k = 24N/m. Exceto 
os corpúsculos, todas as partes do sistema têm massa desprezível. Inicialmente 
os corpúsculos estão travados à distância zo = 0,20m do eixo, o esforço nas molas 
é nulo e o sistema gira com velocidade angular wo = 4,9rd/s. Destravam-se os 
corpúsculos sem intervenção de força externa. Eventuais oscilações são amortecidas. 





Fia. 234 


Pede-se, uma vez estabilizados os corpúsculos em relação ao tubo: 


qa) calcular x e w 
b) determinar os incrementos de energia cinética e potencial no sistema 


Respostas: 


a) x = 0,30m; w = 2,0rd/s 
b) a energia cinética diminui de 0,90J 
A energia potencial passou de zero a 0,24J 


É dado um balão esférico de raio Ro constituído por uma película de nylon de massa 
m. Sem ação alguma do ambiente, o balão gira com velocidade angular wo em torno 
de seu diâmetro. Desprezar a massa do gás contido. 


Incidindo radiação solar, o balão se aquece e se dilata, o raio sofrendo incre- 
mento n. Ro. 
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Considerando n pequeno, determinar a nova velocidade angular do balão. 


Oss.: Jdiametral = : m Rº 


Resposta: 
E [om vo (1-2) | 


11. Uma corrente flexível de peso W está presa pelas suas extremidades fixas 4 e B, 
situadas na mesma altura. 


Calcular (fig. 235): 
a) A força exercida pela corrente em cada uma das extremidades. 
b) A tensão na corrente no seu ponto mais baixo. 














Fira. 235 
W 
2F, = W Ff, =3 
Fr -W 
F, É ctg 0 F,; = 2 ctg 0 








2 2 mé 
F = VE4+R = Ve ctg?o + TD = > VI Fogo = >  cosecio 


ou 


F = cosec 6 


NE 








A tensão no ponto mais baixo da corrente tem direção horizontal e sua intensi- 


dade vale: 


T=F.=5 cg 


4 


Q 


introdução à teoria 


da relatividade 


1. 4 lei de composição das velocidades em Mecânica 
Clássica e a velocidade da luz 


Consideremos um ponto P que se movimenta num plano com a 
velocidade da luz, c; escolhamos um sistema de coordenadas x, y, para 
descrever este movimento. Podemos, também, utilizar um outro sistema 
X, Y de eixos paralelos ao primeiro, mas que se movimenta na direção 
Y para cima com velocidade v (fig. 236). 


Num instante dado as coordenadas são ligadas pela relação: 


VY=y-vt 


e as velocidades: 


A 
| 
' 
1 
' 
' 
1 
1 
; 


X = é 
Y=y-v 
onde 


Lt = ccosa 
y = csena 


A velocidade ao longo do eixo 
y não é a mesma nos dois sistemas 
apesar de que as acelerações o são, 





X =7 
Y=y Fio. 236 


isto é, os sistemas são inerciais. Se o sistema X, Y se desloca na direção 
Y, para baixo com velocidade v, temos 


X=r 

V=y+ uv 
A relação entre as velocidades 

Y = y tou 


é a fórmula clássica de composição das velocidades quando o movimento 
é observado em dois sistemas inerciais. 
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Voltando ao caso em que o deslocamento é para cima, em relação 
ao sistema X, Y o ponto parece movimentar-se com velocidade menor 


(Y) do que em relação ao sistema z, y em que a velocidade é 4. 
Y <y uma vez que v X0 
Com efeito, a velocidade do ponto P no sistema x, y é 
Entretanto, no novo sistema é: 


X = c cosa 
Y =csena-v 


e a velocidade do ponto P é: 
Vx: +Y3 = Vc? cosa + cisen?a + v2 - 2 sena = Vc +v2-2o sena 


A não ser em condições especiais 
VE ri x VET 


Se o ponto P representa uma fonte luminosa, cuja luz é emitida 
com velocidade c = 300.000km/s, conclui-se que esta velocidade depen- 
derá do sistema de referência em que for observada. 

Não é possível, pois, conciliar os dois fatos seguintes: 


a) As leis da Mecânica clássica são verdadeiras. 


b) A velocidade da luz independe do sistema de referência em que 
é medida. 


A experiência de Michelson-Morley mostra que a alternativa b é 
verdadeira. 


2. Natureza da luz 


Para compreender a experiência de Michelson-Morley é preciso 
lembrar que a luz tem natureza ondulatória; isto foi estabelecido no 
século x1x pelos estudos da difração e interferência da luz. 


Se a luz é devida a um movimento ondulatório surge imediatamente 


a pergunta: qual é o meio no qual as ondulações ocorrem e qual a velo- 
cidade de propagação das ondas neste meio ? 
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No caso de ondas na água este é o meio no qual as ondas se propagam 
e a velocidade não depende da fonte de perturbação (uma pedra que cai 
na água, por exemplo) mas das propriedades do meio: a água não se 
movimenta mas a perturbação viaja nela com uma velocidade rcarac- 
terística do meio. 


No caso da luz o meio no qual as ondas se transmitiam foi denominado 
de éter: a velocidade das ondas de luz é de 300.000km/s em relação a 
este meio, que é considerado imóvel e que enche todo o espaço. 


É básico então na teoria ondulatória da luz que a velocidade da 
luz não depende da velocidade da fonte mas apenas da velocidade de 
propagação da luz no éter. 


Como a Terra se movimenta no espaço com a velocidade de 29km/s, 
no seu movimento de revolução em torno do Sol (esta velocidade é uma 
das maiores que se pode conseguir, em corpos microscópicos), a experiên- 
cia de Michelson-Morley foi formulada para medir esta velocidade. 


O resultado da experiência é muito interessante e abalou as idéias 
que se tinha sobre a existência do éter: resulta da análise da experiência 
de Michelson-Morley que a velocidade da luz é independente do sistema 
de referência em que ela é medida valendo 300.000km/s em todos os 
sistemas inerciais; é claro então que não pode existir um éter em relação 
ao qual (e apenas em relação ao qual) a velocidade da luz seja de 
300.000km/s (*). 


Estas consequências provocaram uma reanálise dos princípios da 
Mecânica e levaram à formulação de uma nova Mecânica que fosse 
consistente com o princípio de relatividade. Isto foi feito por Einstein, 
ao formular a Teoria da Relatividade Restrita, que constitui uma 
descrição dos fenômenos físicos mais adequada que a mecânica de 
Newton. 


3. 4 experiência de Michelson-Morley 


A luz emitida por uma fonte L é dividida em 2 feixes por meio 
de uma placa semi-espelhada P. Um dos feixes continua em linha reta e 
atinge um espelho Sz onde se reflete, volta e incide numa lente F; o outro 
feixe luminoso segue a direção PS:, perpendicular a PS», reflete em S; 
e depois incide também na lente (na descrição simplificada da experiên- 
cia de Michelson-Morley que damos aqui, PS, = PS» = | (fig. 237). 


(*) O fato de que a velocidade da luz é independente da velocidade da fonte não é notável assim e 
confirma apenas o caráter ondulatório da luz; o que é importante, porém, é a combinação desta conclusão 
com o Princípio de Relatividade; se a velocidade da luz é independente da velocidade da fonte e do sistema 
de referência usado para medir esta velocidade, é que surgem modificações básicas na mecânica de Newton. 
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VELOCIDADE DE TRANSLAÇÃO DA TERRA 





Fra. 237 


O sistema é todo montado numa plataforma e orientado de maneira 
que a direção PS, é aquela em que a Terra se movimenta com a velo- 
cidade de 29km/s no seu movimento de translação em torno do Sol. 


Se a Terra não se estivesse movimentando com relação ao éter os 


“ º º º 2! e 
2 sinais luminosos levariam o mesmo tempo t = — para ir e voltar aos 
dois espelhos. 


Como supusemos acima, porém, a luz é devida a ondas que se pro- 
pagam no éter com velocidade c. Vejamos o que acontece com a luz que 
parte de P e se dirige a S; (na direção em 
que a Terra se movimenta). Suponhamos que 
a luz tome um tempo t;, para atingir o espelho; 
Po enquanto a luz percorre a distância ct,, O 
espelho se aproxima da posição original da 
fonte P, de uma distância vt, (fig. 238-A). 


[-—- vt = ct; 


P'o 


| vt; donde 
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No trajeto S; à P a situação é a seguinte (fig. ER OA ps 
238-B) se o tempo que a luz toma é t,, então: vtr 
l + ut, = ct, Po 
l 
ls =. (tempo de retorno) 
O tempo total para a ida e retorno da L 
luz é então: vi cases E 
l l 1 1 
w= 5 t5" (55 +57) PI 
21 S1 
mw =) *=uve Fra. 238-B 


Para o percurso PS» e SoP a situação é a seguinte (fig. 239): 
tl = 2 N [2 + ô2 
/ So! c 


Enquanto c raio de luz vai de P à 
S4 o ponto P se desloca da distân- 











T E. Sa! cia ô, ou seja (ver triângulo PS; P” 
ó É a NR 
v Cc 
y a: EN Ps. ou 
Eca EEE 
Fra. 239 = Vi 8 
Portanto 
PM 
+ cN1-8? 


A diferença dos tempos t; e t | é pois diferente de zero e igual a 





2 l 
a-u-ti= os (=) 


Esta diferença pode ser detectada estudando a figura de interferência 
produzida pelos dois raios luminosos em F. 


À experiência mostra que 4 é zero. — Este resultado negativo 
pode ser interpretado como indicando que o éter não existe, isto é, que 
é possível detectar a existência de um meio em relação ao qual a veloci- 
dade da luz deve ser referida; com efeito: na experiência de Michelson- 
Morley são comparados os tempos calculados para raios luminosos per- 
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correrem certas trajetórias quando o aparelho está parado e quando está 
se movendo no éter com velocidade uniforme. Basta admitir que à 
velocidade da luz é independente da velocidade da fonte e que o princípio 
de relatividade vale, isto é, que as leis de física devem ser as mesmas em 
todos os sistemas de referência que se movem com velocidade uniforme 
uns em relação aos outros para compreender o resultado negativo da 
experiência de Michelson-AMorley. 


É claro, porém, que a transformação de Galileu não é mais válida 
quando aplicada à luz. Ela tem que ser substituída por vutra que se 
baseie na invariança da velocidade da luz. 


4. A transformação de Lorentz 


Tomemos dois sistemas de coordenadas que coincidem no instante 
t = O. Um deles, o xyz, permanece fixo e o outro se desloca para a direita 
com um movimento de translação uniforme, de velocidade »v, paralela- 
mente ao eixo x (fig. 240). 


Se, no instante zero, um raio de luz é emitido de o, depois de um 
tempo t ele atinge um ponto P(x, y, 2). Para um observador, ligado ao 
ponto de origem O, do sistema OXYZ, a luz percorre a distância R, 
enquanto que para um observador, ligado ao sistema fixo, a distância 
percorrida é r. 


Como r>R 
e a velocidade c da luz é a mesma nos dois sistemas, conclui-se que 


o tempo não pode ser o mesmo em ambos, isto é, cada sistema tem o seu 
tempo próprio. 


r R 
c-,"7 id 


+ 2? 
R2=Xº4+Y2422 
P(zy,zs0) = P(X,Y,Z,T) 





Fira. 240 
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Em duas dimensões, se a luz se move na direção paralela a 1 


X 


T t (1) 


Vejamos, agora, quais as relações que existem entre X, x, T ct. 
Se a transformação fosse a de Galileu 


X = 7-u 
T = t 


É claro, porém, que a verdadeira transformação deve ser generali- 
zação desta, tal como 
X = k(x - vt) (IT) 


T a(t — bx) (III) 


que se reduz à de Galileu para k = 1] eb =0. 


Que esta transformação é aceitável pode-se ver perguntando qual 
o instante em que X = 0, isto é, qual a posição de O' no sistema Oxy; 
obtém-se 
gº = k(zx-vl) = 0, isto é, 


z = vt, que é o resultado correto. 


As relações lineares entre as coordenadas dadas por (IT) e (III) corres- 
pondem à hipótese de que o espaço é homogêneo e isotrópico. 


Partimos agora de X? = cºT*? (1); substituindo X e T de (II) e (III) 
tem-se 
k2 (7x2 — Quxt + v2t2) = c2a? (t2 — 2bat + b2x2) 





ou 
292 
(k2 — b2a2c2) 22 — 2 (k2y — ba?c2) at = (a» - ) + 
que deve ser idêntica a 
z2 = c2t2 
Portanto 

k2 - b2a?c? = 

k2v — ba?c? = 

a? — k2v2j02 = 1 
cuja solução dá 

k =a = l e b = no 
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Portanto 
e Sosa E 
V 1 - v2/e2 
po tr 
2 
T = a(l bi bz) = Ei gorda 
V 1 — v2/c2 


que é a transformação de Lorentz. 


5. Contração das distâncias 


Considere uma barra de comprimento |, em repouso, situada ao 
longo do eixo do x no sistema S(xoy). Como a barra está em repouso 
as coordenadas das suas extremidades são x; e x2 e independentes do 
teripo. 
| = t2 — Ti 


Observe agora a barra do sistema de 
referência S(X0Y) que se move com velo- 
cidade v em relação a S na direção x. Va- 
mos determinar o comprimento da barra 
como ela é vista de S' determinando num 
dado instante T as posições X» e X, que 
coincidem com as extremidades da barra 
LO (fig. 241). 

La E A distância L = X2- X, é o compri- 


Fra. 241 mento da barra no sistema em movimento s”. 


Partimos da transformação de Lorentz 





x —ul 
Xx=Í>= = kz-u) 

V1-8? 

vL 

(= vz 
ramo Mt 
EEE 

V1-8? 
X=kz- ot 
Pás fi 


Cc? 
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Daqui se obtém 





a | | 1 X 
id aRe À e tu AH T 
E 1 — E 1 —y 
—y — 
k| Gl 2a 
a AT 
Vi-e? 
vX 
T+ 





== k(7 a =) 
Então para um dado 7 
Xo +vT-X,-vT 
Vi-s 
L 


l=z9-T|= 


ou 
L=lV1-p? 
O comprimento L medido pelo observador em movimento sofre 


uma contração V 1- 82; para o observador que não se move o compri- 
mento é máximo de valor l. 





6. Dilatação dos tempos 


Considere um relógio imóvel situado na origem de um sistema de 
coordenadas S(xoy) e considere um outro sistema S(XOY) que se movi- 
menta com velocidade uniforme v na direção x; de acordo com a trans- 
formação de Lorentz 





np 
Cc 


VIDA 


onde t é o tempo medido em S (sistema parado) e T em S” (sistema em 
movimento). 


Um intervalo At = tz-t; será dado por 


É = 


T2 - To. AT 


Al =lg-li ==. E ET. 
Vi-62 V1i-8? 


pois z é o mesmo nos 2 sistemas. 
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Um intervalo de tempo AT para o observador em movimento parece 


dilatado de A 
V1-8? 
Mostramos pois que, para relógios que se movem, o tempo passa 
mais devagar; o observador parado tem a tendência de dizer que O 
movimento afeta o mecanismo do relógio fazendo com que ele atrase. 
Isto não é verdade em absoluto; o fato de que um intervalo de tempo 
entre 2 acontecimentos é diferente em sistemas que se movem uns em 
relação aos outros, é um efeito cinemático mais ligado com o que se en- 
tende por intervalo de tempo do que com o funcionamento do relógio. 





para o observador imóvel. 





7. Lei de composição das velocidades 


Consideremos 2 referenciais inerciais e seja v a velocidade relativa 
dos dois sistemas (fig. 242). 


A transformação de Lorentz dá 


« 


a O ES) 


Vic 


VvL 


c? vz 
o (e) 


ses nasnsaad> 





x Então 
mm -. dX = k (dz - vdt) 
Fio. 242 aT=k(dt- = de) 


Se um corpo se move com velocidade v, no sistema fixo, a sua velo- 
cidade no sistema móvel é ux 


E, 
a, É 
o CC 
c2 dt 
ux = Vz-U 
É 
a sz 
A transformação inversa é 
ux +ov 


ve = a 
1 + tu 


que é uma generalização da lei de composição de velocidades em Mecânica 
clássica; para 8 = 0 


ur =v,7-—v 


Introdução à teoria da relatividade 265 


8. Nota sobre a experiência 
de Michelson-Morley 


A teoria corpuscular da luz formulada por Newton postulava que a luz é formada 
por pequenos corpúsculos que são emitidos pelas fontes luminosas e que se comportam 
como esferas elásticas na reflexão: supunha-se que estas esferas obedeciam às leis da 
Mecânica clássica; se, por exemplo, elas são emitidas com velocidade c de uma fonte 
que se move com velocidade v na direção da emissão, os corpúsculos têm velocidade 
c-v em relação à fonte (ou c + v se a fonte se move na direção oposta). 

Pode-se analisar a experiência de Michelson-Morley à luz da teoria corpuscular 
da luz. 

No sistema de referência em que o aparelho está em repouso (este sistema está- 
se movendo com velocidade v) os corpúsculos têm velocidade c em relação à fonte. Quer 
eles se dirijam para cima ou para o lado os tempos necessários para atingir os espelhos 


21 
e voltar é ER 


Num sistema inercial (com centro no Sol, por exemplo) os corpúsculos têm velo- 
cidade c-v quando vão de Pa S, ec+v quando vão de S;, a P (fig. 243). 


(c-v) ty = -vt; “o tg = ; 1? 
je-y 


o | o | = 


(c+out, = L+Hvut, le. bo = 


2l 
Hips do ga e (a) gap 81 


No trajeto PS, e S;P (fig 243-b) a ve- 
locidade dos corpúsculos é 
V Vc? +v2 
ô Vo2 +12 


Mas ns 
v v 


pois enquanto P vai a P' os corpúsculos de 
luz vão, com velocidade V, para S,. 


Daqui decorre que (b) P' Sa' 


62 — abr 1 à ; 
V2 — y2 p 


2/82 +12 Fra. 243 
pi SS 


1292 I2V2 — 1292 + I2u2 I2V2 12 
ER a paga Macho gd 
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fi eae e as 
k v2 NVV2-,2 
vv 1- V2 
Como V2 = co + v? 


21 7) 


Ep E SR Eus 
À Vc +v2-v2 c 


Na teoria corpuscular não se espera nenhuma diferença nos tempos de percurso 
da experiência de Michelson-Morley. O que ocorre, porém, é que a luz é um movimento 
ondulatório e não é formado por partículas que obedecem à mecânica de Newton, de 
modo que essa explicação de experiência de Michelson-Morley não é satisfatória. 


EXERCÍCIOS 


1. Méson rt — Mésons rt decaem num méson ut e num neutrino. À sua meia-vida 
em repouso é de 2,5 X 108s; isto significa que se tivermos 1.024 mésons qt 
num instante dado apenas 512 sobreviverão após 2,5 X 10-8s; 256 após 5,0 X 
X 10-85, etc. 

Se um feixe de mésons r* é produzido com velocidade tal que 8 = 0,9, qual é a 
meia-vida quando observada de um sistema estacionário no laboratório ? 


AT o 09 X 1078 


=D" » = 54 X 1078s 
Vi-6 vIi-09 


AL 


No laboratório os mésons r* vivem mais do dobro do que em repouso e por- 
tanto percorrerão mais do dobro de distância antes de decair em mésons ut e 
neutrinos. 


2. Méson 7º — Um méson 7º é um méson que decai em dois fótons (radiação eletro- 
magnética) com uma meia-vida de 2 X 10-18s se estiver em repouso. Se um 
méson mº fôsse produzido no núcleo de um átomo, quão depressa ele precisaria 
se movimentar para deixar o átomo em uma meia-vida (raio do átomo =10-10m)? 
Quão depressa para viajar 10-5 metros em uma meia-vida? Quão depressa para 
viajar 30 centímetros ? 


pus 2 dO o. O e dor ie 


NIB SI (UN? 
Vi-(S) 
—16 
L=ul= * x 10 


2 X 10-18 


Vi-(5) 


Para | = 10-5Sm 


108 =» 
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2 
(1 E =) 10-10 = 92.4 X 10-32 


10-10c2 —- 10-10 92 = 4 x 10732 v2c2 
10-10 x 9 X 1018 - 10-10 92 =4 X 10-32 x 9 X 1018 p2 


9 X 108 = 36 X 16-14 02 + 10-10 92 
9 X 108 = 0,003.6 X 10-10 92 + 10-10 92 
2 = 9X 108 9x 10! 
1,003.6 X 10-10 * "1,003.6 
3X 10 
— V1,0036 


3. A meia-vida dos mésons 7 + é de 2,5 X 10-8s. Num feixe de mésons ++ qual é a 
distância média que eles percorrem antes de decair? Qual seria este valor se a dila- 
tação dos tempos não existisse? 

No sistema de coordenadas que se move com os mésons (e no qual eles estão em 
repouso) a meia-vida é de 2,5 X 10-8s. Um observador no laboratório mede uma 


meia-vida maior. 
AT o 205 X 158 25X 1558 
Vi 2  V1-0,992 0,141 
Rr 


At = 


A distância percorrida neste tempo (no laboratório) é 


| = 0,99% x At 
— 2,5 X 1058 


| = 0,141 X 0,99 X 30 X 108 = 52,;/m 


Se a dilatação dos tempos não existisse, a distância percorrida seria de: 


L=2,5 xXx 108 x 0,99 x 30 X 108 = 7,43m 


O mesmo problema pode ser resolvido de outra forma: No sistema que se move 
com o méson rt (no qual ele está em repouso) do = 7,43m seria a distância que ele 
percorreria antes de decair. Esta distância, porém, quando observada por alguém 
ligado ao laboratório se torna 





L 7,43 
ia Vi= E Odo PAU 
l-— 
C 


4. O comprimento | dos braços do aparelho de Michelson-Morley era de 11 metros; 
o comprimento de onda da luz usada era de 5,9 X 107 metros. Qual diferença de 
tempo de percurso entre os 2 braços atrasaria a luz de um dos braços de 1/2 período 
em relação ao outro braço ? Um atraso de 1% deste valor pode ser detectado. Que 
velocidade do aparelho (e portanto da Terra) daria origem a este atraso ? 


5. Alfa do centauro é uma estrela que fica a 4 anos-luz da Terra. Para que uma nave 
espacial fizesse esta viagem em 1 dia medido pelos seus tripulantes a que velocidade 
ela precisaria viajar? 
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6. Têm-se 2 fótons de velocidade c emitidos em direções opostas. Qual é a velocidade 
de um deles em relação ao outro? 


UM=l—-—-——— = — = € 


7. Dois corpos de velocidades 0,9c são lançados de um mesmo ponto em direções dia- 
metralmente opostas; qual é a velocidade de um deles em relação ao outro? 


0,9 + 0,90 1,8c o V8e 
Ras e 0,9cX0,90  1+(0,92 18 Qrande 
Tr Cc 


8. Uma espaçonave move-se em relação à Terra com velocidade de 0,9c; uma outra 
espaçonave deseja passar por ela com uma velocidade relativa de 0,5c. (A velocidade 
necessária a esta referida espaçonave é 1,4c na Mecânica clássica.) Na mecânica 
relativística 





- Ux + v 
z é Ê nuz 
ux = 0,5c 
v = 0,9c 
vz = — 689 65) = (0,965.5c 


Cc? 


o 


mecanica dos corpos 


deformáveis 


Entende-se genericamente por corpo deformável um corpo material 
que não se comporta como um corpo rígido (isto é, um sistema discreto 
ou contínuo de pontos materiais em que as distâncias entre diferentes 
pontos não é fixa e imutável). 


A fim de provocar uma deformação num corpo, é necessário a apli- 
cação de forças: é fácil ver que os corpos que nos cercam podem ser divi- 
didos em 

a) Fluidos 


b) Sólidos (deformáveis) 


A distinção entre fluidos e sólidos não é perfeitamente definida mas, 
de modo geral, entende-se por fluido um corpo em que as forças coesivas 
entre as moléculas são muito fracas, de modo que “fluem”, isto é, não é 
necessário trabalho para mudar sua forma (em particular, podem assumir 
a forma do recipiente que os contém); fluidos são os gases e os líquidos 
não-viscosos. 


Os fluidos podem ser incompressíveis ou compressíveis. Líquidos 
pertencem, em geral, à primeira espécie, e gases, à segunda. A distinção 
entre eles é mais uma questão de gradação do que devida a uma diferença 
fundamental. 


Os sólidos deformáveis são os corpos em que as forças intermole- 
culares são apreciáveis e as deformações exigem a aplicação de forças 
externas. As forças entre as moléculas são, em primeira aproximação, 
pouco dependentes do tipo de material considerado, mas as distâncias 
intermolcculares variam muito de substância a substância (e com a tem- 
peratura). Há uma gradação entre estes sólidos e os líquidos, passando 
pelos líquidos viscosos. 


Quando se aplica uma força F a uma barra cilíndrica de um metal, 
o comportamento que se observa é o da figura 244, em geral. 


Para forças pequenas, a elongação, isto é, o aumento do comprimento 
da barra (Az), é pequena e proporcional à força; esta é a região em que a 
lei de Hooke é válida. Existe uma força máxima, a partir da qual as 
elongações não são mais proporcionais a ela (a região Oa se denomina 
região proporcional). 

Para forças maiores, à linha no gráfico se torna curva e atinge um 
máximo (ponto b) chamado limite de plasticidade ou limite de fluidez; em 
seguida, eai a um mínimo (b). Após esta região de transição, entre a e b”, 
segue-se uma outra chamada região de fluxo ou região plástica, na qual 
ocorrem deformações permanentes: uma pequena variação de força causa 
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Fra. 244 


uma elongação considerável. Há, porém, um ponto B, correspondente à 
máxima tensão que o corpo pode suportar, que está situado num largo 
pico pelo qual a curva passa. 


Finalmente, para uma dada elongação, o corpo sofre ruptura. 


Na região proporcional Oa, se a força aplicada for removida, a elon- 
gação se torna zero, isto é, o corpo volta às suas dimensões iniciais; para 
deformações maiores o corpo não volta às suas dimensões iniciais: observa- 
se um ciclo de histerese (fig. 245). 


F 


àx 


Fio. 245 


A extensão de cada uma destas regiões varia de substância para 
substância, sendo que algumas delas, como o chumbo, não apresentam 
uma região proporcional: o chumbo se comporta como um plástico. 
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Nos cristais, as propriedades elásticas podem variar segundo o eixo 
cristalográfico. A maioria dos corpos são anisotrópicos. 


É possível demonstrar que qualquer deslocamento de um corpo 
rígido pode ser descrito por meio de uma translação e de uma rotação; num 
corpo deformável isto não basta, sendo necessário especificar, também, 
as elongações (ou contrações) que o corpo sofre nas direções de três eixos 
cartesianos x, y 2 quando sob a ação de forças. Estas elongações (ou 
contrações) podem variar com o tempo. 


No caso unidimensional (barra que sofre uma extensão) define-se 
apenas uma elongação 


Em três dimensões, é preciso introduzir 


Az 
€1 — meme, 


e3 - tt+4A =(xtzrea) = 2(1-+e) 


eg O —| 


As elongações e são, em geral, pequenas, da ordem de 0,01 a 0,1. 


É fácil ver que estes coeficientes estão ligados ao coeficiente de ex- 
pansão volumétrica (ou dilatação) 


Com efeito, tomando um cubo de lados x, y, 2, o volume inicial é 
Vo =zyz 
e o volume final é 


Vo = (v+az) (y + Ay) (e + 42) 
x +4r=z(1+ a) 
v + 4y=y(l+ e) 
z+ 4 =2z(1+ 3) 
Então 
AV Vy- Vs 


0 = ——— 


V po =(l+a) ItHtes)jl+eae)-1 


Portanto 
0=ea+t+ea+e 


uma vez que os duplos produtos das elongações podem ser desprezados. 
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Num problema bi ou tridimensional, se e 7* e 7* es, um cubo, 
por exemplo, se deforma em um paralelepípedo. 

Estes coeficientes bastam para caracterizar uma mudança de forma 
em que os ângulos não variam. 

Consideremos, agora, um problema em duas dimensões em que um 
quadrado se deforma, de modo que os seus ângulos variem (fig. 246). 





Fia. 246 


A .vai para 4', B para B' e C para C”. 
O ângulo reto na origem passa a ser a; a variação deste ângulo é 


x2-a=y+Hyz=e 


que é denominado ângulo de cisalhamento. 


I 


ESTÁTICA DOS CORPOS DEFORMÁVEIS 





Uma vez escolhido certo sistema mecânico (por exemplo, um líquido 
no interior de um recipiente ou uma barra) no qual se aplica uma força, 
é possível distinguir dois tipos de forças: 


a) forças externas 
b) forças internas 


Forças externas são, por exemplo, as que têm origem fora do corpo 
considerado, como as forças capilares, a força da gravidade, forças elétricas, 
etc. 

Forças internas são as que têm origem na própria distribuição de 
massas do sistema considerado; devido ao princípio da ação e reação, 
ocorrem sempre aos pares. Estas são as mais importantes na mecânica 
dos corpos deformáveis. 





Fia. 247 


Consideremos, por exemplo, uma barra de metal (fig. 247). Se cor- 
tamos, imaginariamente, a barra ao meio (perpendicularmente ao eixo 
dos x) pode-se perguntar quais são as forças que o lado esquerdo da barra 
exerce sobre o lado direito. A reação por unidade de área que aparece 
numa superfície, devido à ação da outra superfície, é chamada tensão 
(fig. 247). 
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Fira. 248 


Na figura 248 


CAB = “OBA 


Uma tensão na direção x se chama tensão normal; uma tensão 
na direção y ou z (se existe) chama-se tensão de cisalhamento ou tensão 
tangencial. Estas tensões surgem, por exemplo, quando se corta uma 
chapa de metal com uma tesoura. O melhor exemplo de um caso em 
que não existe tensões tangenciais é o de um líquido. 


1. Estática dos sólidos deformáveis 


Se as tensões aplicadas num sólido são suficientemente pequenas, 
existe uma relação linear entre a tensão e as deformações; sejam c1, 02 € 03 
as componentes segundo três eixos cartesianos de tensão aplicada o, e ea, 
ez € es as deformações correspondentes. Em geral uma relação linear 
entre elas é dada por 


aca tHbesd+ces 
ce tae + bes 
be +cea+aes 


o1 


2 


q3 


Como se vê, existem três constantes a, b e c que caracterizam as pro- 
priedades elásticas do material. Na maioria dos casos, porém, ocorrem 
simplificações importantes e basta considerar relações mais simples. 


Estudaremos abaixo o módulo de Young, que basta para descrever 
problemas em que apenas uma dimensão é importante (extensão ou com- 
pressão de um fio), isto é, mudança do volume sem mudança de forma(*), 
e o módulo de torção, que descreve deformações (mudança de forma sem 
mudança de volume). 





(*) À rigor um fio que é estendido tem sua serção reta diminuída, como se pode ver quando um pedaça 
de borracha é esticado. No nosso estudo do módulo de Young não consideraremos este efeito. 
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la. Módulo de Young ou de elasticidade. — Consideremos uma 
barra de comprimento L e secção 4 à qual aplicamos uma força F que 
lhe provoca uma extensão AL. 


A relação entre a força aplicada F e AL se escreve como 


p= va Sl 
onde 
Y é chamado módulo de Young, e é medido em dina/cm? 
F/A é a força por unidade de área, e é chamada tensão (o) 


L ! ; 
- é a variação relativa do comprimento da barra (elongação) 


E = 





À equação acima se torna 
o = Ye 
O que se denomina Lei de Hooke é o fato de o ser proporcional a e, 
isto é, o fato de Y ser uma constante. 
Valores típicos de Y são incluídos na tabela abaixo. 


E MÓDULO DE YOUNG | p (DENSIDADE) 
SUBSTANCIA [(dina/cm2)] f (g/cm3) 


o 
x 


1011 2,70 
101 8,80 
101 8,92 
104 19,32 
1011 7,86 
100 11,34 
104 8,9 

101 7,83 
1011 19,30 


fund 


“o 


“a 


O x 
O x 
8 x 
9 x 
o X 
o X 
0 x 
0 x 


SO 


Aço (1% de carbono) 
Tungstênio.. 





“ 


Pode-se relacionar o módulo de Young com a constante k das forças 
intermoleculares da seguinte forma: Uma barra de comprimento L e 
secção 4 pode ser considerada como uma coleção de fileiras ou “correntes” 
de átomos ou moléculas (fig. 249), cada uma das quais contém n = L/d 
átomos ou moléculas, onde d é a distância entre as moléculas na estrutura 
cristalina que constitui o metal on simplesmente a distância entre os 
átomos num metal monoatômico. A densidade p é relacionada com d 
da seguinte forma 


o M 
? — Nodê 

onde 

dê: — volume ocupado por uma molécula 


No — número de moléculas numa molécula-grama (número de Avogadro) 
M — mol (massa por molécula-grama). 
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Fira. 249 


Existem, pois, 4/d' “correntes” paralelas numa barra de secção A. 
A força F aplicada em toda a secção dá uma força = F d /A por “corrente” 
e tende a separar as moléculas da corrente. 


A elongação total da barra sendo AL, 


—— 1. —————— (0 ——s 


onde Az é à elongação por molécula. 


Portanto, a elongação relativa da barra é a mesma de cada molécula. 
A força entre duas moléculas pode ser escrita como 


d?2 F k Az 
Fa ka, donde e o 





onde k é uma constante que depende das forças moleculares; combinada 
com 


F AL 
A É 
mostra que 
k 
Y = k = Yd 


(d é da ordem de 10'Sem e Y da ordem de 10!2dina/em?) 


Portanto 
k = 104 dina/cm 
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A relação linear entre a força e uma deformação genérica Ar, 
F = -kaAr 


só é válida se a força não é demasiadamente elevada. Se este for o caso, 
deformações permanentes ou rupturas ocorrem e, uma vez removida 4 
força, o corpo não volta a ter as dimensões iniciais: 

Num gráfico da força intermolecular em função da distância, k é o 
coeficiente angular da curva correspondente (fig. 250). 


F 


— = 


Fia. 250 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Medida do módulo de Young. 


lb. Módulo de rigidez, cisalhamento ou torção. — Conside- 
remos um cubo abcdefg h (fig. 251). Fixemos a face inferior e apli- 
quemos uma força F tangente à face 
superior. O cubo se deforma e toma 
a forma indicada pelas linhas pontilha- 
das da figura. À este fenômeno é que se 
chama cisalhamento. A tensão aplicada 
neste caso será F/A, onde 4 é à área 
da face superior. A deformação será 





lee 
á a e 
uma vez que, em geral, ce” << aee, Fra. 251 


portanto, tg q = q. 

O módulo de rigidez ou cisalhamento se define como 
F/A 
e 


Este módulo é medido em dina/em?; u é constante como o módulo 
de Young para pequenos ângulos de cisalhamento. 


u= 
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MÓDULO DE RIGIDEZ 
SUBSTÂNCIAS OU CISALHAMENTO 
(dina/cm?2) 


104 
101! 
10! 
104 
10!! 
10! 
10! 
10! 





lc. Pêndulo de torção. — Se tivermos um disco (ou um corpo 
qualquer) suspenso por uma barra de metal (ou outro material elástico) 
(fig. 252) e se fizermos o disco girar de um ângulo 6, 
a barra será também torcida, e surge um momento res- 

taurador(*) que, como vimos, é 


M = -C0 


onde C se chama constante elástica de torção. Se, agora, 
abandonarmos o disco, a equação de movimento deste 


R corpo rígido é 
d20 
M = -C9=I “de 
ou seja 
Lo ls, 
dt? TI 
E o] O movimento é, pois, oscilatório, de frequência 
Fra. 252 T =2r NL 


A medida de T (período de oscilação) permite a determinação de 1 
ou, conhecido I, a de C e, por conseguinte, o módulo de rigidez do material 
da barra é calculado: pela relação 


x uRt 
2l 


ExPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Pêndulo de torção. 


(*) A convenção de sinais usada aqui é a mesma que usamos no pêndulo composto. 


OC = 
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2. Estática dos fluidos incompressíveis 
(Hidrostática) 


As forças intermoleculares nos líquidos são pequenas e as moléculas 
podem-se deslocar umas em relação às outras sem a necessidade de vencer 
resistências; em outras palavras, num líquido só podem existir pressões(*) 
mas não tensões tangenciais, isto é, o líquido não apresenta reações às 
tensões tangenciais aplicadas. Líquidos não apresentam resistência ao 
cisalhamento. 


2a. Pressão no interior de um líquido em equilíbrio. — Consi- 
deremos uma superfície imaginária de inclinação qualquer dentro do 


líquido em equilíbrio; pode-se pensar que a força p devida à pressão que 
atua num dos seus pontos tem também uma direção qualquer (fig. 259). 
— 


Este, porém, não é o caso; se decompomos p em uma componente tan- 
—+ —+ 


ss 
gencial p, e noutra normal p,, sucede que p, é sempre zero, porque se 
não o fosse o líquido não estaria em equilíbrio: com efeito, como os líquidos 


não possuem tensões tangenciais, não existe uma reação a p, e o líquido 
se moveria. 





Fio. 253 Fra. 254 


Conclui-se, pois, que a pressão que atua num ponto qualquer de 
uma superfície no interior de um líquido é sempre normal a ela e igual 
para todas as inclinações; em outras palavras, a pressão num ponto no 


(*) Pressão é uma tensão normal negativa; é definida como uma força por unidade de área dirigida 
de fora para dentro da superfície. 
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interior de um líquido é independente da direção; isto é o que se deno- 
mina Princípio de Pascal(*) (fig. 254). 

Consideremos um disco de espessura dz no interior de um líquido de 
densidade p (fig. 255); o disco é formado do próprio líquido. Para que 
haja equilíbrio, é preciso que a pressão aumente com a profundidade 
para compensar o peso do líquido do disco considerado 


pB = pa-pgdz 
dp = pB- pa = -pgdz 





Fira. 255 


O segundo membro é negativo porque dz e dp variam em sentidos 
contrários; quando z aumenta, p diminui; z é medido de baixo para cima. 


Integrando entre as profundidades z, e 22 


zº 
Já =-o/ dz 
21 


(o é constante porque estamos tratando de líquidos incompressíveis) 
p2-pi = -pg(z22-2m) = -ogh 


(*) O princípio de Pascal nos diz que a pressão em um elemento de superfície atua sempre segundo a 


-—, 
sua normal, isto é, que a força dF e a superfície ds têm a mesma direção; por conseguinte, a pressão p 
e) 
dF gueto. MA ada Ee ca a Eq 
é um escalar, p= —; pé a razão de dois vetores infinitesimais. Para uma superfície finita, F = / pds. 
8 


ds 
Este é o verdadeiro conteúdo do princípio de Pascal. 
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Se a pressão 
p? = 0 
p =p gh 


Se p> = 0, devido à pressão da atmosfera que se exerce sobre a su- 
perfície do líquido, 


p=Ppa+togh 


Como se vê, nesta fórmula só intervém a profundidade do ponto 
considerado e não sua inclinação nem a forma do recipiente. 

A fórmula py = py + p gh contém o “princípio” dos vasos comuni- 
cantes, de acordo com o qual as alturas de líquidos não-miscíveis em dois 
vasos que se comunicam são inversamente proporcionais às suas densi- 
dades (fig. 256). 

p1 9h: = p2 ghz 
e cha 
p2 h1 


2 


ja 
Pt: 
: 


pis 


Hut, 


lo! 


+ 
py 
plot! Lag! 
pão NO 


Ee 





Se o mesmo líquido ocupar os dois vasos comunicantes, atingirá a 
mesma altura (mesmo “'nível”) nos dois vasos. 


2b. Equilíbrio de objetos submersos. — Consideremos um corpo 
submerso e uma área elementar ds a uma profundidade z (fig. 257-a). 


A pressão na profundidade z é p gz e atua segundo a normal à super- 
fície do. A componente da força que atua no objeto submerso de baixo 
para cima (pois a pressão é maior nas profundidades maiores) é 


F = // oge.do coso 
v LT 


O termo do cos 6 pode ser interpretado como à projeção da superfície 
eai 
do no plano xy (fig. 257-b; nesta figura n é a normal a do e ds = dz dy) 


do . cos6 = dz dy 
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ce.—. oem coco 





3 


(a) (b) 
Fio. 257 


F=9o ff 2d dy=p9V 
y z 


isto é, a força (de baixo para cima) é igual ao peso do volume de líquido 
deslocado pelo objeto. 


Este é o “Princípio” de Arquimedes. 


Uma forma mais intuitiva de mostrar a validade deste princípio é a 
seguinte: consideremos um líquido em equilíbrio e na nossa imaginação 
tracemos uma superfície fechada que encerra parte dó líquido; é claro 
que com isto o equilíbrio não se altera 
(fig.. 258). 


Podemos, pois, pensar que o volume 
interno à superfície está em equilíbrio 
sob a ação: 


Então 


a) da força-peso, de cima para baixo 


(IPI = 09V) 


b) de uma força de baixo para cima 
Igual ao peso (empuxo 1). Por 
conseguinte, 





my 
Fra. 258 |I| = pgV 


Se substituímos o líquido interno à superfície (que é qualquer) por 


outro corpo, o empuxo 1 permanece o mesmo, mas o peso pode aumentar 
ou diminuir; se (fig. 259) 
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Fia. 250 


P> I o corpo afunda 
P<I o corpo flutua 


P = I o corpo permanece em qualquer posição que o coloquemos no interior 
do líquido. 


2c. Equilíbrio num líquido girante. — Consideremos um tubo 
que contém um líquido e que gira com velocidade angular w (fig. 260). 


A pressão num ponto da superfície é determinada pelo peso pg do 
volume unitário e pela força centrífuga prw* no mesmo volume. 





Fra. 260 


Sob a ação destas duas forças, um elemento da superfície se desloca 
até que o ângulo entre a superfície e o plano horizontal seja dado por 


w2r 


tg 0 = 
' 9 





o que corresponde a uma força resultante normal à superfície. 
Se a equação de superfície é escrita como 


2 = 2(r) 
Então 
dz 


a NES, 
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donde 


'w 


E a qe 
dr g 
cuja solução é 
va 
2 =2z+ 27 r 


onde 29 é à altura do líquido para r = O. Esta é a superfície de um para- 
bolóide de revolução. 


3. Estática dos fluidos compressíveis. 
(Gases) 


A densidade dos gases depende da pressão: por conseguinte, pode-se 
calcular a pressão num ponto, como fizemos para os fluidos incompres- 
síveis, isto é, integrando a equação 


dp = -pgdz 
É preciso, porém, conhecer a dependência de p com z 
p = p(2) 


Se tomarmos a equação dos gases perfeitos e assumirmos que à 
temperatura é a mesma em todo o gás 


pV = RT 


Para 1 mol (32g de oxigênio, por exemplo) 


PAR 
p 


onde M é o peso molecular. Então 


Pp = p 


Rm 


mas 


onde 
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Então dp = -kpg dz 
dp 
— = -kgdz 
p 9 
Integrando 
Sr a —k o [ de 
p 
log p = -kgz + logpo 
M qs 
p= po ck = poe RT 
ou M gs 


p = poe RT 
Uma medida de pressão (ou de densidade) é, pois, equivalente a uma 
medida de altitude. 


4. Nota sobre separação de isótopos 
por centrifugação 


Se tivermos um gás compost) de n componentes de pressões parciais p, 


P = DD Pi 
i=1 
tem-se para cada componente 
.M qã 
pilh) = pio) e” RT 


onde M é o peso molecular, p;(o) a pressão parcial na altura zero e p;(h) a pressão par- 
cial na altura A. 


Se tivermos 2 gases de pesos moleculares M, e Ma 
(M3- M1) gh 
pi (h) — pilo) ear 
p2 (h) pao) 
isto é: 
a composição da mistura varia com a altura. 
Numa centrífuga o papel da aceleração da gravidade é assumido por —w2r. 
A substituição a efetuar é a seguinte: gh é a energia por unidade de massa a uma altura 
h que no caso da rotação 6 (wr)2. 
A razão das pressões parciais se torna 
(ra — ri)(wr)? 
pi(h)  pi(o) ape 
pa (h) pa (0) 








r(h) = 


Uma centrífuga pode servir pois para separar misturas gasosas de pesos moleculares 
diferentes. 
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EXERCÍCIOS 


1. Considerar um recipiente que contém um fluido de densidade p em repouso (fig. 


p 


261). 





Fra. 261 
Mostrar que: 


a) Se o recipiente for sujeito a uma aceleração a para cima a variação de pressão 
com a profundidade h é dada por: 


p = ph(g-+a) 

b) Se o recipiente desce com aceleração a a pressão na profundidade h é dada por 
p = ph (g-a) 

c) Mostrar que em queda livre 


p = pgh. 


Com relação a um referencial ligado ao recipiente, o líquido está em equilíbrio 
e os pontos de mesma pressão estão sobre superfícies paralelas à superfície livre 
do líquido. 


a) Quando o recipiente sobe com aceleração a uma porção de massa dm do líquido 
fica em equilíbrio relativo sob a ação de seu peso: dmg; da força de inércia: 
dm a e da força N exercida pelo resto do líquido (fig. 262). 


A pressão a uma profundidade h será: 
p = gh = o(a +gh 


N 


dm 
dm. a 


dm.g 


Fira. 262 
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b) Quando o recipiente desce com aceleração a, a pressão a uma profundidade h 
será (fig. 263). 


Pp = gh = (g-ah 
N 


Fira. 263 


c) Quando em queda livre, temos: N = dmg 


Portanto: 
p = pgh 


2. Considerar um recipiente contendo um líquido que sofre uma aceleração a (fig. 
264) 


a) Mostrar que a superfície líquida passa a ser inclinada, formando um ângulo 6 
com & horizontal (teo = 5). 


b) Como varia a pressão com a profundidade? 





Fira. 264 


Uma porção elementar do fluido, de massa dm, está em equilíbrio em relação ao 
tanque. As forças que agem nesse elemento são: a força-peso dm g; a força de inér- 
cia dm a e à fôrça N, exercida pelo resto do líquido, normal à superfície livre do 
mesmo. Os pontos de mesma pressão estão situados em planos paralelos à superfície 
livre do líquido. 


dm a a 
a) tg6 = FER ou tgo = a 
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b) A pressão em um ponto situado à distância h da superfície do líquido, medida 
segundo & direção normal à mesma, será: 


p=oeg'h=pçhvgi+a? = eghah q 
9 


A variação da pressão por unidade de comprimento, segundo a direção normal à 


superfície do líquido, será: 
dp Ni a? 
ah SPO NEH 


3. Um vaso com água está pendurado num dinamômetro de mola. A leitura do dina- 
mômetro mudará se um pedaço de ferro, suspenso por um fio, for mergulhado na 
água contida pelo vaso? E quando um pedaço de cortiça for colocado na água? 
Justificar. 


4. Um balde com água é colocado num plano inclinado perfeitamente liso formando 
ângulo « com a horizontal. Determinar o ângulo 6 de inclinação da superfície livre 
da água, quando : a) o balde está em repouso; b) o balde desce com velocidade 
constante; c) o balde desce com aceleração a = g sen «; d) o balde desce com 
uma aceleração a x g sen a. 


5. Um balde cilíndrico de raio r e altura h contém água até 4/5 de sua altura. Qual 
a velocidade angular máxima que se lhe poderá imprimir em torno de seu eixo para 
que a água não derrame? 


6. A altitude na qual a pressão atmosférica é exatamente 1/e do seu valor ao nível 
do mar é chamada altitude ou altura de escala H, da atmosfera ao nível do mar. 
a) Mostrar que a altura de uma atmosfera homogênea (de densidade igual àquela 
ao nível do mar) que exerce a mesma pressão que a atmosfera real ao nível do mar 
é H. b) Mostrar que H = 8,6km ao nível do mar (po = 1,01 X 108N/m?2). c) Fazer 
um gráfico da pressão em função da altitude do ar e, no mesmo desenho, em função 
da profundidade na água, considerando-se como uma altitude negativa. 


po = 1,2kg/m?2 a 20ºC 


7. Uma piscina tem 25m X 10m X 5m. Qual a força resultante exercida pelo líquido 
na base de apoio? E em cada uma das paredes laterais? 


H 
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1. Noções sobre escoamento de líquidos 
(Hidrodinâmica) 


Quando se observa o escoamento de água através de um tubo de 
vidro, usando água na qual existem pequenas partículas coloridas em 
suspensão, observa-se frequentemente que o fluido não se move em linhas 
paralelas às paredes, mas que o fluxo ocorre de maneira muito irregular: 
além do movimento principal na direção do eixo do tubo, ocorrem movi- 
mentos secundários perpendiculares ao eixo. Este tipo de fluxo é deno- 
minado turbulento. 


Quando, porém, a velocidade de escoamento diminui, existe uma 
certa velocidade abaixo da qual as partículas do fluido se movem regu- 
larmente em caminhos paralelos às paredes do tubo. Este tipo de fluxo 
é denominado laminar e nosso estudo vai-se restringir a ele (*). 


Linha de corrente — é uma curva cuja direção em cada ponto coincide 
com a direção da velocidade do fluido. Duas linhas de corrente não 
se cruzam nunca. 


Tubo de corrente — se considerarmos uma curva fechada no líquido, chama- 
se tubo de corrente ao conjunto de linhas de corrente que passam 
por ele (fig. 265). 

O fluxo se diz estacionário, 

quando, em qualquer ponto, a ve- =» 

locidade, pressão e densidade per- 

manecem constantes. 


Uma vez que as linhas de 
correntes têm sempre a direção da 
velocidade, os tubos de corrente Fie. 265 
se comportam como tubos sólidos, 
através dos quais o fluido escoa sem que nenhum líquido atravesse suas 
paredes laterais. 


O número de linhas de corrente por unidade de área mede a veloci- 
dade de escoamento, ou seja, a vazão (quantidade de líquido que atra- 
vessa uma superfície dada na unidade de tempo). 


(*) A velocidade em que a transição entre o fluxo laminar e turbulento ocorre é determinada pelo 
valor de um número R (número de Reynolds), que relaciona a velocidade, o raio do tubo, a viscosidade do 
líquido e sua densidade. 
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2. Equação da continuidade 


Consideremos um tubo de corrente de secção reta variável; a massa 
de líquido que flui deve ser a mesma em todas as posições do tubo; se a 
secção reta diminui, a velocidade de vazão deve aumentar e vice-versa 
(fig. 266). 





Fio. 260 


Quando o líquido se move uma distância ds;, em relação à secção 
de área A, uma massa Áipids, atravessa Á4;, e penetra na região com- 
preendida entre 4, e 42 .p1 e p2 são as densidades em 4, e As. 


À massa que penetra por unidade de tempo é 


ds1 
Ai é Ã1 pi Vi 


onde dê 
= —— 


dt 
Se nenhum fluido se perde, a mesma massa deve sair através de À» 
Arpivi = Az p2v2 = constante 


Esta é a equação da continuidade. 
Se a densidade do líquido é constante, pi = p2 € 





Ar vi = Asa va 
A = v2 
Ás vi 


As velocidades ao longo de um tubo de corrente são inversamente 
proporcionais à secção reta do tubo. 


Se definimos como vazão ou fluxo de líquido 


Ads dV 


Ra dt 





o volume que passa por uma superfície por unidade de tempo, o teorema 
acima nos diz que para fluidos incompressíveis & = constante. 
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3. Teorema de Bernoulli 


É o resultado de aplicação do princípio da conservação da energia 
a um tubo de corrente. 


(b) 





Fio. 267 


Na figura 267-a consideramos a situação do fluido num certo ins- 
tante em que atuam pressões p/; e p2 nas superfícies 4, e 42. Após um 
intervalo de tempo dt, as posições de A, e As variam de forma (fig. 267-b), 


tal que 
A; ds; = Az dsz = dV 


As velocidades em 4, e À2 são v) e v2, respectivamente. Tudo se 
passa, então, como se o volume dV de líquido tivesse sido transportado 
de 4, para Ás e sua velocidade tivesse variado de v; para v2; à variação 
de energia cinética de dV é, pois, 

pdV vê pdV v2 v; vp? 
2 


p= DE DA =oav (5 


Esta variação de energia cinética deve ser igual, pelo teorema das 
forças vivas, ao trabalho realizado pelas forças externas 


AW = pidV —- p2dV = (pi-p2) dV 


Então 2 2 
e 
(pi- pa) dV = pdV (5 ar 


Se pi = p2 decorre que v) = v2, isto é, na ausência de uma diferença 
de pressão a velocidade de escoamento se torna constante ao longo do 
tubo de corrente. | 

Pode-se escrever também 

2 2 
“ va 
pi +p “7 = P2 +» 2 = constante (Equação de Bernoulli) 
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Fia. 268 


Se o tubo de corrente não for horizontal (fig. 268), então o trabalho 


realizado é 
AW = (pi-pa)dV + pgV (y-—-ya) 


onde y e y> são as alturas dos elementos de bases 4; e As. 
A equação de Bernoulli se torna 


pê v2 


1 2 
pi + e gy +e5 =P + pguya +os 


4. Exemplos de aplicação do teorema de Bernoulli 


44. Velocidade de escoamento de um líquido através de um 
orifício. — Como em 4, e 42 à pressão externa é a pressão atmosférica 
(po), temos (fig. 269) 

pi = P2 = Do 


Ar A equação de Bernoulli se reduz a 
coa to 2 2 

E e “To é a va !. Dao 
Ea PLUM R aa e a a Da 
ne E 
Ed eo aa | 
vt Ss Pela equação da continuidade 
TIE 


AÁrvi = Agsvsa 


l Á 2 








PUPILA ES RE ESSO 








Za 





=" 1 
RS | rd ad 
= ema it Ss p 2 2 92 P 2 2 
NS (ES -Y h=—|lv-l— v = — UV 1 — 
PAN 
= so 2 gh 


Ão va = Cf Aa Nº 
1 - 
Fra. 269 (42) 
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Se 44 >> 42, v2 = 29h, que é à GA 
equação de Torricelli. Neste caso, ER: EEN N 
tudo se passa como se o líquido |[-====E = 
“caísse” de uma altura A. E 


O mesmo raciocínio se aplicaria === 


— e —— — 
—— — —— 


se o orifício fosse feito na parede |[=--==2">—"="= 


— rr e e —e * mes 


lateral do recipiente (fig. 270). HH 


—— 
— í— 8 — 
— > ——— O — 

—— r—— — 


4b. Tubo de Venturi. — É |-==]==" === 
um medidor de velocidade de escoa- |[[=["="—"="=€ 
mento de líquidos. Consiste em um Li 
tubo em U (fig. 270) que se adapta 
ao tubo onde escoa o líquido, de den- Fra. 270 


sidade p com velocidade v1; utiliza-se 
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mercúrio, de densidade p”, como substância manométrica no tubo em U. 
Produz-se um estrangulamento, de modo que a velocidade de escoamento 


v2 ME Soo cas E 
aumenta; como p + p — = constante, p diminui. Esta pressão é me- 


dida pelo manômetro. 


Pelo Teorema de Bernoulli 





“ vz 
prito5 = P2 +es 
e pela equação da continuidade 
vi A 1 = Vga Asa 
v ig 
a To Ml Aa 





Pu 


Fria. 271 
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Portanto 





E puê (Si A 
Pi-—-Pp2 = 2 Aê 


Por outro lado 


p: +pgH = p2 + [pg (H-h) + à" gh) 
pi-pz = [pg (H-h) + 0" gh] -pgH 
p9H - pgh + p'gh - pgH 

gh (p' — p) 


Substituindo na expressão de pi - 72, acima 


, A 2(0'-p) hg 
1 = 2 2 2 
p (44 - 43) 


va é expressa em termos de grandezas conhecidas p, p', A, e As. 


4c. Empuxo nas asas de um avião (discussão qualitativa). — Uma 
superfície aerodinâmica como a asa de um avião é desenhada de modo 
tal que perturba as linhas de corrente do fluido numa região do espaço, 
deixando a outra não perturbada. 


As linhas de corrente acima da asa são comprimidas e as que se en- 
contram abaixo da asa permanecem não perturbadas. O fluxo de fluido 
é, portanto, maior acima da asa e, assim, a velocidade de escoamento 


ã v2 = 
maior; como p +» = = constante, decorre que a pressão é menor 


acima da asa do que embaixo; há, pois, um empuxo de baixo para cima 
que tende a fazer a asa subir; este empuxo se chama sustentação 
(fig. 272). 

É claro que o vôo de um avião é um fenômeno muito mais complicado 
do que a descrição dada aqui. 





Fia. 273 
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EXERCÍCIOS 


1. O nível da água num tanque é H acima do solo (fig. 273). A que profundidade h deve 
ser feito um orifício na parede lateral do tanque, de maneira que o jato de água atinja 
o solo, a maior distância possível do tanque? Qual é essa máxima distância ? 


ida PAS, 


Fira. 273 


Aplicando a equação de Bernoulli 


1 1 
p1 + 5 + pghi = p2 + 5% + o ghz 
onde 


pi = pz = pat (pressão atmosférica). 
velocidade na superfície livre do líquido, admite-se praticamente nula. 


vi = 
vá = » (velocidade de escoamento do fluido no orifício). 
Assim sendo 
1 ; 
pt O +pogH = pat+ 2 Pla + o» (H-h) 
ou v = V2gh 


O tempo gasto por uma partícula do líquido para ir do orifício ao solo, será 


H-h = > qr ou (= (2d 


A distância x alcançada pelo jato de água é 
z=v.t ou z=V29h ZE» 
2 VHh-h?2 


Derivando-se e igualando-se a derivada a zero, temos 


x 


dz ( Hm H -2h 
o Op Sa SS a 
dh 2 Hh-h? Hh - h2 
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H 
ou Russas 








O valor máximo de x será 


H H2 | 
=-2/4. E ou Zmax = H 


2. Uma mangueira de jardim tem 2cm de diâmetro interno e está ligada a um irrigador 
que consiste numa peça de 20 orifícios, cada um com 0,2cm de diâmetro. 





Se na mangueira a água tem velocidade de 90cm por segundo, com que velocidade 
sairá pelos orifícios ? 


3. Uma asa de avião tem 4 metros quadrados de área e 300kg. A velocidade do ar 
acima da face superior é 70 metros por segundo e sob a face inferior, 50 metros por 
segundo. Qual é a força de sustentação da asa? E qual a força total sobre ela? 


Pela equação de Bernoulli temos: 
1 1 
pi = Zn + og = paz + Zeta + pgza 
Sendo 2; praticamente igual a z2, vem 


1 : E 
pi->P2= 5? (03 — vo), onde p é a densidade do ar, que adotaremos igual 
a 1,29kg/mº. 


1,29(4.900 - 2.500) 


1,29 [(70)2 — (50)2) = z 


Ap = = 1.548N/m? 


to) ma 


A força de sustentação será 
Fs = 4p.S = 1.548 X 4 = 6.192N, dirigida para cima. 


A força total será 
Fm = Fs-P = Fs - mg = 6.192 - 300 X 10 
ou 


Fr 3.192N, dirigida para cima. 


4. Calcular a velocidade de escoamento de um líquido de um buraco num tanque, 
levando em conta a velocidade da superfície livre do líquido. 


Pela equação de Bernoulli, temos 


1 1 
pi + 50% + oghi = pa + > pv; + pgha 


2 
onde 
pi = pz = pat (pressão atmosférica) 
hi — hz = h (profundidade do orifício) 
vi =U (velocidade na superfície) 


vo é a velocidade de escoamento. 


Mecânica dos corpos deformáveis 299 


Logo 
1 2 1 
pat + 2 pv? + eghi = pat + 2 evo + pgha 
ou 
v2 + 29h = vo + 29ho 
donde 
vo = v2 + 2g(hi — ho) ou vo — v2 = 29h; 
portanto 
2 
vê (1 — =) = 29h, 
vo 
ou seja 





- Um tanque cilíndrico, altura H, possui secção transversal de área S. Qual o tempo 
necessário para esvaziar o tanque por meio de um orifício, no fundo, com área s? 


Aplicação: 
H = 30cm S = 450cm? s = 6cm? 


HI 


OSCILAÇÕES DE SÓLIDOS DEFORMÁVEIS 





Consideremos um ponto material de massa m preso à extremidade 
de uma mola de constante elástica K; suponhamos que a mola seja hori- 
zontal e que a massa m repouse numa superfície sem atrito. A mola 
inicialmente não está nem distendida nem comprimida (fig. 274). 


Apliquemos, agora, uma força sobre o corpo e o desloquemos para 
a direita numa posição 4; a força se transmite à mola, que se distende de 
uma distância x (fig. 275). 





Fra. 274 





Fira. 275 


Na posição A, O corpo está em equilíbrio sob a ação da força apli- 
cada F e da reação da mola Fy 


Fm = -F=-Kz 
Fu + F =0 
A força aplicada, pela lei fundamental da Dinâmica, é igual ao 
3 d2z 
produto da massa pela aceleração do corpo “a: portanto 


d2z 
dt? 





Quando se solta a mola (isto é, F = 0) a equação de movimento é 


Fu = kz = ma 
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1. Movimento harmônico simples 
A lei de movimento (equação horária) deve ser obtida resolvendo 


esta equação(*) 
d2z za K = 
dt? m 
O movimento será de vaivém em torno da posição zero. A mola 
sofrerá compressões e descompressões sucessivas. O movimento é osci- 
latório e denominado movimento harmônico simples. 
Uma solução simples da equação é 
z = À cos (wot + 8) 


Com efeito 


«E = -woA sen (wol + 8) 


d? 
a = —uçA cos (wot -|- 8) 


Substituindo na lei do movimento 
wo A cos (wot 46) = -— = A cos (wot + 6) 


A função que escolhemos acima será efetivamente uma solução se 
2  K.. [EK 
Wo .— º . WO = E 
m m 


ou seja, à solução será 
K 
T = A cos (NÉ t+) 


Como 
wo = 27jf = + 


onde f é a freqiência de oscilação e T o seu período 
z - A cos (DT 1 +48) 


A solução tem duas constantes ainda não determinadas (**). 


(*) Como já observamos antes, a aceleração deste movimento é inversamente proporcional à massa 
inercial do corpo: não há cancelamento, para fazer a massa inercial do corpo desaparecer, 
(**) Observe-se que a equação de movimento contém a 2.º derivada de x. A ordem da máxima deri- 


vada é relacionada com o número de constantes que aparecem na solução. 
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O significado das duas constantes é fácil de descobrir; a função 
co-seno varia de 4-1 a — 1; portanto, os valores do máximo desloca- 
mento da massa m são + Ae-4. 4 é à amplitude do movimento. 


(vot + 6) chama-se fase do movimento. A constante ô é a fase 
inicial e depende do instante em que a origem do tempo é estabelecida. 


Se esta fase inicial for à = — 7/2, teremos 


Lt = 4 sen wo 


Desta forma, quando t = 0 o deslocamento será x = 0 e o corpo 
estará na origem. 


O gráfico da função acima é (fig. 276) 





Fira. 276 


ar 


Observe-se que quando x = 0, 7 


é máximo, e quando a elongação 
é máxima a velocidade se anula. 


2. Considerações energéticas no movimento 
oscilatório 


A força responsável pelo movimento oscilatório sendo 
F = -Kz 


conclui-se que é um tipo de movimento em que a força deriva de um 
potencial. 


Com efeito, se escrevemos 


dU : 
Ea isto é U=- F dz 


decorre que 
U = 1/2 Kzx? = 1/2 KA? cos? (wot + 8) 


Esta é a energia potencial do movimento. 
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Por outro lado, a energia cinética é 
E = 1/2mv? 
v =-A wosen (wol + 8) 
K 
= 1/2 2 2 = Esançãã 
E 1/2 KA? sen? (wot + 8) wo 1 = 


Então. a energia total 


T=E+U =h1/2KA? cos? (wvot +65) + 1/2 KA? sen? (wot + 6) 
T = 1/2 KA? 


A energia total é proporcional ao quadrado de amplitude (fig. 277). 

A energia total é constante; a maneira pela qual esta energia se 
distribui sob a forma de energia potencial e cinética varia, porém, com o 
tempo, como é indicado na fig. 277. 


ENERGIA 





Fira. 277 


3. Oscilações forçadas 


Estudamos anteriormente o movimento de um corpo preso na ponta 
de uma mola e que oscila livremente após ser afastado da sua posição de 


equilíbrio. A frequência wo = É se diz por isso fregúência própria ou 
m 


natural do sistema e depende tanto da constante da mola como da massa 
do corpo. 

Suponhamos, agora, que aplicamos num sistema deste tipo uma 
força F (t) que varia periodicamente com o tempo e tem fregiência «w, 
geralmente diferente de wo (fig. 278). 





SEER 
Bu 0000000000 

DPS RS 

PS RENAN 


Fira. 278 
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À equação de movimento neste caso será 


d2x 


mu = -Kz 4 F(t) 


Para que o movimento seja oscilatório simples, isto é, do tipo 


L = Á cos wl 


(8 = 0, com uma escolha conveniente da origem dos ângulos) é preciso 

que F (t) = KA ( - F wo? ) cos wt, como pode ser verificado substi- 
. d2z º 2 º mo, e 

tuindo x e— tirados da última expressão, na anterior. 


dt? 
Mas 
K 2 


m 0 


asê 
<) cos wl = Fo cos wl 
“g 


F (t) = KA (1 - 


onde 


Fo = KA (=) 
N 2 7 


e w é à frequência de oscilação da mola sob a ação da força F (t), no mo- 
vimento forçado a que é submetido. 


A razão da força aplicada para o deslocamento sofrido pela massa m é 
2 
KA (1 - <.) cos wt 
Por O a (1 E 
RR A cos wt o o oê 


I é uma medida da força necessária para produzir um dado deslocamento. 
Pode-se, agora, distinguir três situações para F (t). 


a) Região de baixas freqiiências. Se e << 1 
I=kK 

A razão [ é independente da fregiiência; se em particular aplicarmos 
uma força constante (w = 0), esta será usada só para comprimir a mola: 
F = kz. 
b) Região de altas fregiiências. Se >> 1 

w 2 
1= E (5) 


À razão T é proporcional ao quadrado da frequência aplicada. 
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c) Região de ressonância. e 1 
J 
Decorre daqui que nenhuma força é necessária para produzir a osci- 
lação. 
F (t) = O. Por conseguinte 1 = 0. 


Uma vez que 
FO 


a(s) 
a amplitude da oscilação se torna infinita quando w > wo. 


Mesmo aplicando uma força pequena F(t) pode-se produzir grandes 
amplitudes de oscilação; um exemplo é o da balança para crianças, em 
que uma pequena força aplicada em intervalo adequado provoca uma 
grande amplitude. 


O que impede a amplitude de se tornar infinita é a existência ae 
atrito cinético que introduz uma outra força no problema, do tipo RE 
isto é, proporcional à velocidade(*). 

A equação de movimento é, então, 

d?z 


dz 
ma =-ks- Ba + F(t) 


Para que tenhamos x = À cos wt é preciso que 
w? 
F(t) = KA (1 - =.) coswt-Rw Ásenwl = Xcoswl-Y sen wl 
“o 


X = KA (1-5 e Y=RwA 
“vg 
F (t) pode ser escrita como 
F = Fo cos (vt+-&) = Fo cos wt cos p - Fo sen q sen wt 
Sendo 
X = Fo cos q 
Y = Fosen q 


ii 2 2 2 
ERR cm vo) + (E 
W9 


tg r 
QU = 
X 


Se R = 0 (ausência de atrito), a fase q é igual a zero. 


tem-se, pois 


(*) Na discussão sobre o atrito, vimos que o atrito cinético não obedece às leis de Coulomb e que 
depende efetivamente da velocidade. A dependência mais simples que se pode assumir é a proporcionalidade 
com a velocidade que usamos aqui. Para velocidades muito grandes esta hipótese é insatisfatória. 
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Decorre, então, que 
Fo/K Fo/K 


“ES -E TP 


K . 
Rwo 





onde 





Q = 


À presença do termo que envolve Q impede que a amplitude se torne 
infinita quando w — wo, como se pode ver na figura 279. 








ato 


“Wo 
Fio. 279 


Se F(t) = 0 e o termo do atrito R está presente, o movimento que se 
segue após um deslocamento inicial A é amorlecido (fig. 280) 
d?z 


dx 
ne Ras di 





cos w't(8=0) 





fon... 
- 
- 


Fira. 280 
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cuja solução é 
— Bt 
x = Ae ê2m cos (vt + 8) 


K 2 sagas E 
onde w =V— - (5) , como se pode ver por substituição. 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Movimento harmônico amortecido. 





4. Superposição de movimentos harmônicos 
de mesma direção 


Se tivermos uma massa m presa à uma mola e aplicarmos nela duas 
forças independentes (fig. 281), dever-se-ia esperar, pelo princípio de 
independência das ações das forças, que + deslocamento resultante fosse a 
soma dos movimentos provocados por cada uma delus isoladamente(*). 


ZA 


Fi (t) 
F, (t) 
Fira. 281 
Sejam os movimentos 
Zi = À cos wi É 
Z2 = À cos wa tl 


e suponhamos que as fases iniciais sejam iguais a zero. 
Considerando as amplitudes máximas iguais para os dois movi- 
mentos, então 
, T=7 +72 =A(coswt+coswzt) 





Como cos a + cos b = 2 cos a. cos > 
Es De [ cos te! | . [ eos (w1 el! | 


(*) Se para cada uma das forças aplicadas (e sua soma) a mola se conserva no limite de elasticidade, 
isto é, F = Kz, o que deduzimos aqui é rigorosamente correto. Nas deduções estamos supondo que a mola 
se conserva dentro destes limites. Chama-se princípio de superposição a hipótese de admitir que efeti- 
vamente este é o caso. Este princípio: é menos um princípio de Kísica que uma hipótese sobre a natureza 
do meio elástico envolvido. Existen muitos casos em que ela não é válida: um bom exemplo é o da distorção 
dos sons provocados num aparelho de rádio. 
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que pode ser escrita como 


£ = A" cos (o1 + wa)! + va)? 


wi + wa 
2 
aritmética das frequências aplicadas, e a amplitude será 


AS DA go (5) : 


isto é, um movimento harmônico de frequência w = , que é média 


Se (w1 — wa) t 
vw = w2; COD” = 1 e A' = 2A 


TH 2ZA cos wtl 


O movimento resultante tem uma frequência que é a média das fre- 
quências dos movimentos componentes e a sua amplitude varia lentamente 
de O à 24 (isto é, o duplo das fregiências componentes). O movimento se 
diz modulado. As variações de amplitude se chamam batimentos (fig. 282). 





Fira. 282 


9. Superposição de movimentos harmônicos 


de direções ortogonais 


NS Consideremos dois movi- 
mentos harmônicos nas direções 
rey (fig. 283). F; (t) isolada- 
mente produz o movimento 


q = A, cos wtl 


F. (t) isoladamente produz 
o movimento 


y = A, cos (wt-«) 


JUDOUDOVODL 





F(t) 

Supomos que as amplitu- 
des e fases são diferentes, mas 
as frequências, as mesmas; a 
diferença de fase dos dois mo- 
vimentos é q. 


Eb) 


Fita. 283 
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Temos pois 
z 
A = cos wt (1) 
e 
4— = Cos wt cos p + senwtisen q (2) 
v 
Substituindo (1) em (2) 
a Sm 
sen vt sen q = As A, cos q (3) 


Por outro lado, de (1) decorre 


cos wi sen p => sen q (4) . 
z 


Elevando ao quadrado e adicionando (3) e (4) 
g2 2 zy a 


y 
- cos q + = sen? q 
A2 Ashy Ay 











Esta é a equação de uma elipse e a vibração resultante se diz uma 
vibração elíptica (fig. 284). 


Qualquer que seja a fase, a elipse está inscrita num retângulo de 
lados 2 A, e 2 4,. 


Para py = 2kr(k =0,1,2,...) à elipse se reduz a uma reta; com 
efeito, cos py = 1 e a equação da elipse dá 








que é a equação da diagonal 
AC (fig. 285-a). 


Para q = (2k + 1)r, cos q = 
= -l e a equação se torna 


o a 
(+ eo 


que é a equação da diagonal BD 
(fig. 285-c). Fia. 284 
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Se 4 =4, = 4eq = 7/2, a elipse se reduz aum círculo (fig. 
285-b). 


Za SI D A 


É B cb EdR 


P=o Reta P 
(a) (6) (e) 


Fra. 285 


3 


6. Nota sobre o movimento amortecido 


Um tipo muito comum de movimento é aquele de um corpo movendo-se num meio 
viscoso; neste caso o meio atua sobre o corpo retardando-o com uma força 


Fa == -Rv 


A força de atrito é em geral proporcional à velocidade; a razão para isto é a se- 
guinte: se uma placa se move com velocidade v na direção y (em queda livre por exemplo) 
a velocidade relativa das moléculas do meio viscoso em relação à placa é (fig. 286) 


V +»v para as moléculas abaixo da placa 


V - v para as moléculas acima da placa. 


Supomos que à velocidade'das moléculas na direção y seja V, metade delas movendo- 
se para cima e metade para baixo (fig. 286). A pressão média que elas exercem na placa 
é proporcional ao número de colisões por unidade de tempo e ao momento transferido 
na colisão. Supondo as colisões elásticas percebe-se que 


Pap = Pabaixo a(V + v)2 
Pae = Pacima a(V — v)? 
P = Pab Re Pac a4vV = lRvt 


A pressão das moléculas na placa é proporcional à velocidade e se opõe ao 
movimento. 


A equação de movimento de uma placa de massa m em queda livre num meio 
viscoso é pois o 
mz — Fa (Fa — —Rv) 


pois F, é a única força que atua na placa. 


-Rv 


= L 


mz. 


m x 
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que pode ser escrita como 


E 1 m 
= - onde 2. Co 


aja 


A equação diferencial do movimento é pois 








d2z 1 dz 
q te q "o 
Escrevendo 
o = E 
— d 
tem-se 
dv 1 
E tPoraa MS O Fia. 286 
ou 
v L 
v T 
vo 0 


no instante inicial a velocidade é vo e no instante final r. 
Então 


vo emtir 


e 
I 


— "= etir 
vo 


A velocidade cai exponencialmente com o tempo. Decorrido um tempo t=r7 


a velocidade cai à - do seu valor inicial vo (fig. 287). 


A energia cinética cai também exponencialmente 


1 1 2 
— mv? = — mvi e2Ltlr = Eç etisrl2) 
2 2 0 e 





Dio DL sed É 1 
A energia cinética cai a = do seu valor num 
Fre. 287 tempo 7/2. 


312 Física geral e experimental 


EXERCÍCIOS 


1. Duas molas são ligadas em série a uma massa m. Se as molas separadamente têm 
constantes de força ki e kz mostrar que a frequência de oscilação da massa m é 


1 ki kz ; 
f = 2 1 E (despreza-se o atrito) 


Solução (fig. 288): 


Quando o bloco de massa m é deslocado de uma 
quantidade x de sua posição de equilíbrio, passa a atuar 


sobre o mesmo a força F, tal que: 
F=-krzxF- ka za 
Mas x) + 72 = z, donde 





Fira. 288 e Riu + -— ou F = - E x 
Por outro lado temos 
F =m%, portanto: mz --piês, 
ou ainda 
E da h 

Esta equação é do tipo XU + wir =õo0, 
e dias BS o gn 

m(k: + ka) m(k, + ka) 


Finalmente: w = 2rf; assim sendo 
f = a A duto kz 
“2x m(k, + kz) 


2. Duas molas são ligadas à massa m e à 2 suportes fixos. Mostrar que a fregiência de 
oscilação de m é (fig. 289). 


Fes E aki ha (despreza-se o atrito) 
2x m 


Quando o bloco de massa m é deslocado de uma 
quantidade z da posição de equilíbrio, passam a 
atuar sobre o mesmo as forças F, e Fa. 





Assim sendo Fira. 289 
F, + Fa = mz ou -kizx- kozx = m£ 


ou ainda 


ki tha. 
m 


z + = 0 
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Esta equação é do tipo X + w2?x = 0; logo 


w2 = ki + ha, donde: w = eita + kz 
m m 
Mas w = 277; logo 
CW 
PR LOM 





3. Uma mola uniforme cujo comprimento é | (sem tensão) tem uma constante de força 
K. A mola é cortada em dois pedaços de comprimentos l; e !z (sem tensão) onde 
li =nlz en é um inteiro (fig. 290). Quais são as constantes de força 
correspondentes K, e Kz em termos de ne K? 





li = nl (n inteiro) f, 
A mola antes de ser cortada é equivalente à associação em série das 
molas obtidas pelo corte da mesma. Assim sendo, a constante elástica 
da mola inteira será h, 
1 1 1 
EE ai 1 
K Ki + Ke (1) 
Fra. 240 


Por outro lado, temos que as constantes elásticas das molas são inversamente pro- 
porcionais aos seus comprimentos, logo: 








K1 l1 = Ka la ou Kin la = Ka lo, donde 
K2 = nk: (2) 

“Substituindo (2) em (1) vem 

1 1 1 

K K: + nkK1 
ou 1 Ko, =K (n + 1) 
Para n= 1, temos:  K, = K2 = 2K 
Para n = q, temos: Ki = K e K, = o 


4. Uma barra cilíndrica de madeira tem um peso de metal numa ponta, de modo que 
flutua como é indicado na figura (L = 40cm). Em seguida a barra é empurrada 
um pouco para baixo e solta a seguir (fig. 291). 


a) mostrar que o movimento resultante é harmônico simples 
b) calcular o período de oscilação 


Quando há equilíbrio, temos o peso igual ao empuxo, isto é, 
P=E ou mg=m'g.'. m=m, sendo m a massa do 
conjunto e m” a massa do líquido deslocado. Assim sendo: 


m =m' =pSl, onde p é à densidade do líquido e S a área 
Fria. 291 da secção transversal da barra. 
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Se a partir da posição de equilíbrio, fizermos a barra penetrar no líquido de uma 
quantidade x, haverá um acréscimo AE no empuxo, fazendo com que a mesma 
retorne à posição de equilíbrio, passando, assim, a executar um movimento osci- 
latório. Logo 


-4E =mz o gprS =mnz, 
donde 


RD ad) 


Como m = p Sl, vem 
T+ + z=0 
Esta é uma equação diferencial característica do M. H.S., donde 
5 = ww o w= y£ (pulsação do M. H.5S.). 


Portanto 


IV 


ONDAS NOS MEIOS ELÁSTICOS 





Na discussão de oscilação dos meios deformáveis concentramos 
nossa atenção no movimento de um corpo, fixo na extremidade de uma 
mola, e deduzimos que executa um movimento harmônico simples do tipo 


LT = A cos (wol + 6) 
onde 
K 
WO — PES ge 
m 
Vamos discutir agora o que acontece com os diferentes pontos desta 
mola. Um problema do mesmo tipo que discutiremos é o do movimento 
dos pontos de uma corda a cuja extremidade se comunica um movimento 
oscilatório (fig. 292 e 299). 





Fra. 292 Fira. 293 


1. Ondas longitudinais 


Consideremos, inicialmente. uma mola presa nas duas extremidades 


(fig. 293), a qual é comprimida na extremidade à esquerda; isto é feito 
aplicando uma força F durante o tempo At, ou seja, um impulso F. At. 
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Se a mola fosse rígida, este impulso lhe seria transmitido, e ela se movi- 
mentaria como um todo; como, no entanto, é deformável, apenas uma 
parte de sua massa participa do movimento. 


Se a perturbação introduzida pela força se propaga com velocidade 
v e se p é a massa por unidade de comprimento da mola (densidade linear), 
então Am = pv At é a massa da mola que “sente” a compressão durante 
o tempo que a força está sendo aplicada. Então a quantidade de movi- 


mento é 
Ap = (Am).u 


onde u é a velocidade que a massa Am adquire(*); daí decorre que 


Ap =FAt=opvaAtu 
F = pvu 


Como a mola obedece à lei de Hooke, a compressão estática da mola 
sob a ação de F pode ser escrita como F = K Al, onde K é a constante 
da mola. Vamos definir aqui uma nova constante m = KI, chamada 
coeficiente de compressibilidade linear. 


Podemos escrever, então 


Al Al F 
Re ARE to 
Substituindo F pelo seu valor: 
go a (E 
Lo m 
Mas “e = = pois um comprimento v At é comprimido de uAt 
pela força F. Igualando 
PE A 
Tou 


donde RR 
p= VL 
p 
Se, em lugar de usarmos uma mola, utilizarmos uma barra de metal 
de secção 4, então pela definição de módulo de Young 


Pp = ya SL como SL at então F = YA— 


(*) Estão envolvidas aqui, como se vê, duas velocidades distintas: 
a) a velocidade de propagação da onda v, que desejamos calcular; 
b) a velocidade u com que os pontos da mola se movem em torno de sua posição de equilíbrio. 


Esta é uma situação parecida com as ondas do mar (neste caso as ondas são transversais): cada ponto 
do mar executa um movimento de vaivém (para cima e para baixo) com velocidade u, enquanto que a onda 
avança com a velocidade v. 

Um exemplo de ondas longitudinais são as ondas sonoras: as moléculas de ar são postas a vibrar pelas 
cordas vocais de uma pessoa e o seu movimento se transmite até os ouvidos de outra; isto não significa, 
porém, que as moléculas de ar viajam de uma pessoa a outra. 
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Substituindo o valor de F 


pvu = VA 
v 


decorre que a velocidade de propagação é v? = -A. portanto 


onde é é a densidade volumétrica. 


Como Y é da ordem de 1012 dina/em? e 8 da ordem de 10g/cm?, a 
velocidade de propagação de um impulso num sólido é da ordem de 
3 X 10%cm/s. 


A figura 294 mostra o que acontece quando se bate numa barra com 
um martelo. 





nt 
Edi Ni 
Nida “e: 
ER E = 
Epi A “rp 


Fio. 294 


Tudo se passa como se uma onda se propagasse ao longo da barra 
com velocidade v; cada ponto da barra se afasta da sua posição de equi- 
líbrio (oscila em torno dela) na mesma direção em que a perturbação se 
propaga. A onda se diz longitudinal. 


VELOCIDADE DE PROPAGAÇÃO DE PERTURBAÇÕES NOS SÓLIDOS 


Substância Velocidade (m/s) 





2. Ondas transversais 


Consideremos, agora, uma corda presa pelas duas pontas e apli- 
quemos numa delas um impulso mecânico que se transmite a toda a 
corda. Fixemos a atenção numa posição dada, da corda deformada 
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(fig. 295); supomos que na região de comprimento Al a corda tenha 
um raio de curvatura R 


Al 


R240 = AL... AO = 2 R 


Este elemento Al tem 
uma massa Am = pAl 
onde u é a massa por 
unidade de comprimento; 
a força centrípeta neste 
elemento é, pois 





Amv?2 ou Alv?2 


Fio. 295 Rip R R 








v é a velocidade tangencial, isto é, a velocidade com que a onda se 
propaga(*). 

A força centrípeta tem sua origem na tensão T da corda que é apli- 
cada nas duas extremidades do elemento Al; projetando T na direção 


q 


perpendicular à corda, tem-se 


F.=2Tsen4 =27T 40 =27T e =T a 


As componentes horizontais se cancelam. 


Portanto 
uaAlv2 


Al 
ea 


IT 
uv 


A velocidade de propagação é proporcional à raiz quadrada da tensão 
na corda e inversamente proporcional à raiz quadrada da massa por 
unidade de comprimento. 

Como a perturbação é perpendicular à direção de propagação, a 
onda se diz transversal. 





(*) A rigor o elemento Al não se desloca para a direita com velocidade v, uma vez que cada ponto P 
da corda realiza um movimento transversal, isto é, perpendicular à direção de propagação. No entretanto, 
no instante t + At existe outro elemento Al nas mesmas condições, de forma que tudo se passa como se 
àl se movesse para a direita com velocidade v (fig. 295-A). 





Fira. 295-A 
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l. 


to 


EXERCÍCIOS 


Uma certa corda de violino tem 50cm de comprimento entre seus pontos fixos e 
uma massa de 2,0g. A corda emite um som de 440 vibrações/segundo, quando ex- 
citada sem que os dedos do violonista segurem a corda. Onde devemos colocar o 
dedo para que à corda emita um som de 528 vibrações por segundo? 


Quando à corda é posta à vibrar sem ser pressionada pelos dedos ela emite uma 
nota com frequência 


e quando ela é pressionada pelos dedos o comprimento da parte vibrante passa a 
ser 7 e a freqiiência da nova nota emitida será 


a JE 
fe = E 











Portanto: o 
n E 
fi 2 tu A cr 
hAoaqE Cont 
2x Es 
donde - 
0. z = 40cm 
2 0 


O dedo deve ser colocado a 10cm da extremidade. 


Um fio de alumínio de comprimento li = 60,0cm e secção reta de 10-2cm? é sol- 
dado a um fio de aço de mesma secção. O fio composto é preso numa parede e a ex- 
tremidade livre está sob uma tensão de 10kg; l> = 86,6cm. Ondas transversais 
são criadas no fio usando uma fonte externa de frequência variável (fig. 296). 


a) Calcular à freqiiência mais baixa para a qual ondas estacionárias são criadas de 
modo tal que a junção dos dois fios seja um nó. 


b) Qual o número total de nós observados nesta fregiiência excluindo os 2 nós nas 
extremidades do fio? 


Densidade do Al = 2,60 g/cm'? 
Densidade do aço = 7,80 g/em? 





Fra. 296 
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Para a parte de alumínio temos fi = o qe e para a parte de aço temos 
f = Ra. E, onde 
» 2l2 u2 


fi=f2 e F=mg=10X9,8 = 98N. 


Da igualdade das fregiiências temos: 








mi pi.biS S 
PA = 
de = 22 ., onde , : 
lb Vw la N uz ma — pr.laS S 
up=—— =D" êz=Ãoe 
la la 
Portanto: 
mou NH qn 60 VE O as dO 
nz E Aa n2 866780 150 
ou ainda n1 = 0,4 n2 


Mas como n: e n2 são inteiros, o menor valor da frequência de exercitação corres- 
ponderá a n2 = 5 en: = 2; assim sendo, temos: 


de fe ds a VE ae OS a 98. 
E e 3 — 2.06 2,60 X 103 . 10-68 0.6 0,26 
a) | f = 324Hz 


b) O número total de nós será 6. 


v 


DESCRIÇÃO MATEMÁTICA DAS ONDAS 





1. Ondas não estacionárias (viajantes) 


Consideremos uma corda estendida na direção x. No instante t = O 
uma perturbação (fig. 297) é introduzida na origem e a corda passa a 
ser descrita em qualquer instante t pela função 


a g (2,1) 
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Com o decorrer do tempo, este impulso se transmite para a direita(*) 
ao longo da corda com velocidade v (fig. 298); num instante t=t a 
representação matemática da corda é 


y = g(x-vl) 





x =vt 
Fira. 298 
(*) Se a onda se propagasse para a esquerda em lugar de para a direita, escreveríamos 
v = g(x+ovt) 
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Esta é uma função de duas variáveis. Se fixarmos uma delas, 0 
tempo por exemplo, a função nos dá a descrição do estado da corda (como 
se fosse uma fotografia instantânea da corda no instante t). Se, por outro 
lado, fixarmos à outra variável, posição x, a função dependendo do tempo t 
descreve o movimento de um ponto dado da corda, quando a onda passa 
por ele. 





la. Equação das ondas. — Se pusermos z = x-vi 
dy dy dz Oy dy 1 9y 
dt dd dt dz 2 at 

OU cu OM OR a OM E RA E 
oz dz ,07% õz dz dz 

Portanto 

dy dy 
ol dE dz 





v 
ot dx 
que é denominada equação de onda em uma dimensão. 


Consideremos, agora, uma perturbação senoidal 
2 
y = Ym sen e (x — vt) 


que representa uma onda que viaja ao longo de uma corda. Com efeito, 
para um dado ponto (x = constante) esta função representa um movimen- 
to senoidal de amplitude ym; para um dado instante t ela representa uma 


fotografia da corda (fig. 299). dr (x-vt) = & é à fase do movimento. 





Fira. 299 
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À é o comprimento de onda (distância entre dois pontos de mesma 
fase) (fig. 299). 

T é o período, tempo necessário para que a onda percorra À; T é 
também o tempo necessário para que um ponto realize uma oscilação 
completa. É fácil ver que: 


A = vT 
y Ym sen 2 b 
A T 
Define-se a pulsação w por 
Ww = + = 2r7f 
onde f é a frequência de oscilação. 
Então 
27 
Y = Ymsen (kz — ql); k = Ca e 


Este movimento tem fase zero quando x = 0 et=0. 
Para conservar maior generalidade, escreve-se, então 


y = Ymsen (kz -wl-y) 
onde y é à fase inicial. 
lb. Superposição de ondas. — Se duas ondas de mesma ampli- 


tude' se propagam ao longo de uma mesma corda e se o princípio de 
superposição for válido(*), então a elongação total é dada por 


yvy=y+gya 


Chama-se interferência o estudo dos efeitos da superposição de duas 
ou mais ondas 
yi = ym sen (kz — wt—y) 
y2 = Ym sen (kz — qt) 


Como sen 44sen B = 2sen 5 (A + B) cos da (A-B) tem-se 


yYm [2 sen (kz — wt — v/2) cos v/2] 
(2 ym cos Y/2) . sen (kz — wl — y/2) 
yo sen (kz — wt — y/2) 


y 


onde 
yo = 2Ym cos V/2 


Se y = O (ou um múltiplo par de 7) os dois movimentos têm a mes- 
ma fase 
yo = 2 Ym 


(*) O princípio da superposição é válido em meios em que a lei de Hooke é aplicável, por exemplo. 
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A amplitude máxima do movimento resultante é o dobro da dos 
movimentos componentes; portanto, a interferência é construtiva (fig. 
300-a). Se y =7 (ou um número ímpar de 7), yo = O e à interferência 
se diz destrutiva. A fig. 300-b mostra um caso em que y é próximo de 7, 
de modo que a interferência é destrutiva e a amplitude final, quase nula, 


y 





(b) 
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2. Ondas estacionárias 


Até aqui consideramos, apenas, ondas viajantes se propagando ao 
longo de uma corda infinita; é claro que, na prática, as cordas são finiias 
e uma onda viajante pode-se refletir no fim da corda dando origem a outra 
onda viajante(*) (propagando-se no sentido contrário à primeira). 


yi = Ym sen (kz — wt) onda viajante para a direita (onda progressiva) 
y2 = Ym sen (kz +uwt) onda viajante para esquerda (onda regressiva) 


Estamos supondo aqui que a amplitude da onda refletida é a mesma 
da onda original. 
Superpondo-se as duas ondas, obtém-se 


y=ym+gy =ymsen (kz-wl) + ym sen (ki + wt) 


donde 


Ymaz = 2 Ym sen kz cos wt 


(*) As questões da fase da onda refletida e da sua amplitude não serão discutidas aqui em detalhe; 
em geral há uma atenuação na reflexão porque parte da onda é transmitida e parte refletida. Além disso, 
pode-se estabelecer as seguintes leis para a reflexão: 

a) quando a reflexão se dá numa extremidade fixa, a onda sofre uma mudança de fase de 180º; 


b) quando a reflexão se dá numa extremidade livre, a onda não sofre mudança de fase. 
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Esta é a equação de uma onda estacionária. Contrariamente ao que 
sucede a uma onda viajante em que cada partícula descreve um movi- 
mento senoidal com amplitude máxima 2ym (para todos os pontos), na 
onda estacionária cada ponto (cada valor de x) tem sua amplitude máxima 
determinada por 

y = 2 ymsen kz 


isto é, a amplitude máxima é função de posição. 
Se kr =7/2,3 7/2, 5 72, ...(Qn+1D) 7/2; n=0,1,2,3,... 


então y = 2ym; nestas posições, têm-se os chamados ventres (posições de 
amplitude máxima). 


Ventres ocorrem quando 


z=h4,3N4,5N4,... Qn+1) N4 n=01,23,... 
como se pode ver, lembrando que k = 27/A. 
A amplitude é zero para 
kr = mr, 27, 37, ...,n7T 
Isto é, x 
2=N4h43N%2N...,n5 n=1,2,3, 


Estes pontos são chamados nós. 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Cordas vibrantes. 





EXERCÍCIOS 


1. Uma onda senoidal contínua é enviada ao longo de uma mola por uma fonte vi- 
brante ligada a uma de suas extremidades. A frequência da fonte é 25Hz e a dis- 
tância entre pontos de mínimo sucessivos na mola é de 24cm. 


Calcular 
a) à velocidade da onda. 


b) escrever a equação da onda, sabendo que o deslocamento longitudinal máximo 
é de 3cm é que a onda se move na direção dos x negativos. 


a) A frequência e o comprimento de onda são respectivamente: 
f = 25Hz e A = 24em 
A velocidade de propagação da onda é 
v=NMf=24xX25= 600cm/s 


b) A equação da onda será 


YU = Ym sen 27 (: + T) = Ym Sen 2x (+ +14) 
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Como ym = 3cm, temos: 


z > 
y = 3 sen 2 (5a + 251) 


2. A equação de uma onda transversal numa corda é dada por 


y = 60 cos 7/2 (0,005.0x — 8,0t — 0,57) 





onde x e y são em centímetros e t em segundos. 

Escrever a equação de onda que somada a esta produz ondas estacionárias na 
corda. 

A equação da onda procurada é 


y = 60 cos EE (0,005.0x + 8,0t + 0,57) pois, adicionada com a 
onda dada, nos fornece 2 
y = 60 cos E (0,005.0x + 8,0t + 0,57) + 
+ 60 cos a (0,005.0z — 8,0t — 0,57) 


Donde: 


y 120 cos (0,002.5 7x) cos = (8,0t + 0,57) 


Esta última expressão corresponde a uma onda estacionária cuja amplitude é 
120 cos (0,002.5 rx), com valor máximo 120cm. 


3. Dois impulsos estão viajando ao longo de uma corda em direções opostas (fig. 301). 


Se a velocidade das ondas é 2,0em/s e os impulsos estão inicialmente a 6,0cm um do 
outro, desenhar as ondas após 0,5, 1,0, 1,5, 2,0 e 2,5 segundos. 


| 6 cm | 





Fra. 301 
a) Após 0,5s, temos (fig. 302) 





4cm 


Fra. 302 
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Após 1,0s, temos (fig. 303) 





Após 2,5s, temos (fig. 306) 


6cm | 


! 
1 
y 
, 
! 
I IO cem 


| | 


Fita. 306 


b) Para t = 1,5s toda energia na corda está sob forma de energia cinética 
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VI 


ONDAS SONORAS 





Ondas sonoras são aquelas vibrações capazes de impressionar nosso 
sentido auditivo. Como vivemos em uma atmosfera de ar, as ondas 
sonoras são vibrações no ar. É razoável supor que estas vibrações se 
propaguem como as de uma mola, devido à compressibilidade do ar; supo- 
remos que as ondas sonoras são, pois, longitudinais. O ouvido é sensível 
a vibrações compreendidas no intervalo de 20 a 20.000 ciclos por 
segundo. 


1. Velocidade das ondas sonoras 


Vimos no estudo da veloci- 
— SIR quão de"ropagação das ondas 


numa barra que 


EscaE 
o ô 


onde 
F l 
A AI 
e é = densidade volumétrica. 


Consideremos, então, um tubo 
cheio de ar, no qual existe um 
pistão que mantém o ar sob uma 
certa pressão p (fig. 307). Se com- 

Fra. 307 primirmos o pistão aplicando uma 

pressão adicional Ap, uma onda se 

transmitirá ao longo do tubo. Se 4 é a secção do tubo, a força neces- 

sária para produzir a pressão Ap é F = A.Ap; um comprimento | será 
comprimido de Al. 


Então 





Ya LT. +! (Ap, Vo q apê 
4 al 4 AV A õ 
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uma vez que 


AV As 
V ô 
Decorre, portarto, 
v = Ap o Ap 
ô A õ AS 


Outra maneira de escrever estas fórmulas é lembrar a lei dos gases 
perfeitos: pV = RT para 1 mol; como 


E PE 


V RT 


portanto, 
A pM 


45 = RT 


M é a massa molecular (estamos supondo que a temperatura não 
varie durante o processo, isto é, que o processo seja isotérmico). 


Obtém-se, então, para v= visotérmioo = Vis 


eq (RE 
M 

Para o ar a 15º0 obtém-se desta fórmula para v o valor de 292m/s, 
que é inferior ao valor medido de 344m/s. À razão para esta discrepância 
é que existem variações de temperatura durante a propagação (as expan-. 
sões e compressões do gás são adiabáticas e não isotérmicas) como supu- 
semos acima(*). 

É interessante observar que a velocidade do som num gás depende 
apenas da temperatura e da massa molecular e não da pressão. 


2. Fregiiências próprias de oscilação 

de fontes sonoras 

As fontes sonoras são constituídas, em geral, por barras ou cordas 
nas quais uma vibração estacionária é estabelecida; esta vibração se 
transmite ao ar e finalmente aos nossos ouvidos, produzindo a sensação 
da audição. Existem dois tipos principais de fontes sonoras: as cordas 
e os tubos sonoros. 


(*) Como veremos depois para processos adiabáticos 


RT 
ad o NEL O SP 


Como y = 7/5 Vad = 344 m/s 
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2a. Cordas sonoras. — O que desejamos é estabelecer na corda 
um sistema de ondas estacionárias. Se a corda está presa nas duas extre- 
midades (que é o caso dos instrumentos musicais como o violino, harpa, 
etc.) estes dois extremos são nós; seja | a distância entre eles. 


A condição para ter ondas estacionárias é a de que haja um número 
inteiro de meios comprimentos de onda na corda de comprimento | (cujos 
extremos são nós): 


24 E nA 
ga o l = “2 n = 1, 2, 3) sa 


E 


É ou seja 








F 
EPA 


E E NA LE 
Q 
5 
O 


Es a 
vota SO 
Ns cel O “gos 


Catê 

x” 

| 
| 

O 

«e 

| 
=|n] 


decorre que 
| p=? JT 
Fra. 308 QNT 


A freqiência mais baixa é chamada fundamental. As outras são 
harmônicas, desde que sejam múltiplos inteiros dela (fig. 308). As leis 
das cordas (leis de Mersenne) estão contidas nesta fórmula: 


“A frequência de oscilação de uma corda é: 
I) inversamente proporcional ao comprimento 
II) diretamente proporcional à raiz quadrada da tensão 


III) inversamente proporcional à raiz quadrada da massa por uni- 
dade de comprimento da corda (e, portanto, também ao diá- 
metro da corda).” 


2b. Tubos sonoros. — À condição para que uma coluna de ar tenha 
ondas estacionárias depende de o tubo ser aberto ou fechado. 


Em geral tem-se uma membrana na entrada do tubo ou simples- 
mente um fole que comprime o ar; os movimentos da membrana, por 
exemplo, dão origem a uma onda de compressões e de decompressões do ar 
(onda longitudinal) que se propaga pelo tubo até a outra extremidade; 
é claro, pois, que a entrada é sempre um ventre; se o tubo é fechado, os 
pontos de saída não podem vibrar e tem-se um nó; se o tubo é aberto, 
forma-se um ventre na saída(*) (fig. 309). 


(*) Uma discussão detalhada da natureza da vibração na saída de um tubo não pode ser feita aqui; 
pornos a atitude simplista de dizer que num tubo aberto há um ventre na saída e num tubo fechado 
um Dó. 
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Fra. 309 


O tubo sendo aberto, a condição para se ter ondas estacionárias é à 
de que o comprimento do tubo seja um múltiplo inteiro do meio compri- 


mento de onda 


A 
l=n5 


de onde se obtém, como para as cordas 


|3 


fn = v nm], 2.3 uia 


e) 
Cos 


Para n = 1 tem-se a frequência fundamental e para n >1 os har- 
mônicos de ordem superior. 

Como v é constante (velocidade do som no ar) a frequência da vibra- 
ção fundamental é inversamente proporcional ao comprimento do tubo. 

As figuras 309 e 310 representam a amplitude como função da po- 
sição no interior do tubo; a vibração é longitudinal, mas nestas figuras 
a distância ao plano médio do tubo representa a amplitude: num nó (N) 
a amplitude é zero, sendo máxima num ventre (V). 

Para um tubo fechado, a saída é necessariamente um nó porque os 
pontos da parede não vibram (fig. 310). O comprimento do tubo é rela- 
cionado com A por 

| = (Qn+1) 4. 
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me la 
—— /p + N 
poe V N V N 


ementa 
N N N N 
V-vENTRE 
N- no 
Fia. 310 


O som fundamental dá, pois, uma frequência fo = v/4l, que é a metade 
da frequência do som correspondente ao tubo aberto do mesmo com- 
primento. 


3. Nota sobre o efeito Doppler 


(É o efeito que o movimento do observador ou da fonte sonora tem sobre 
a fregiiência do som.) 


a) Observador em movimento. — Quando um observador se aproxima de 
uma fonte sonora estacionária de fregiiência » (e comprimento de onda A) à frequência 


que ele ouve é maior do que a frequência que ouve quando está parado. 
vsAL 





Com efeito: se o observador estivesse parado seu ouvido receberia ondas 


no intervalo de tempo 4t, onde v, é a velocidade de propagação do som. 
Se ele está se aproximando da fonte com velocidade vo receberá em adição às 
ondas acima 


vo AL 
E ondas. 





A fregiiência que ele ouve é o número total de ondas por unidade de tempo, isto é 


E A A =“ too va +vo 
AL A v/v 


uma vez que para o som 
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Podemos escrever ainda: 


apo IE DO -»(1+% 
Us Us 

A nova fregiiência ouvida pelo observador que se aproxima da fonte é a frequên- 

cia original multiplicada por um fator maior do que a unidade (1 + — : 


8 
Se o observador se afastar da fonte poderíamos estabelecer a seguinte relação 


vo 
P=v(1- 
Us 


A frequência ouvida diminuiria do fator (1 - — 
8 
b) Fonte em movimento. — Quando um observador está parado e uma fonte 


sonora se aproxima dele, o som que o observador escuta também tem fregiência maior. 


Com efeito: se a fonte estivesse parada, o comprimento de onda que o observador 
perceberia seria 


Como, porém, a fonte está se aproximando, as frentes de onda que o atingem se 

aproximam umas das outras, o que se manifesta para ele num aumento de fregiiência; se 
caia a idea 

a velocidade da fonte é v;, ela percorre a distância —L. enquanto a onda percorre um 

Id 


comprimento de onda; portanto, as novas frentes de onda estão à distância de 





A = N- AAA = Ds: = e 
v v V 
isto é: 
v' Us Us ( Us ) l 
NM (vs-vr)/X Vs — Us dv 
Us 
A nova fregiência é maior que a original pelo fator ( ) Se a fonte es- 

. vs 
tivesse se afastando do observador ad 
8 


Pat 
CO 
1+—L 


Us 


. e e “ 1 
A freqiência seria menor que a original pelo fator (— 5): 
| sr 


834 Física geral e experimental 


EXERCÍCIOS 


1. Um avião a jato em vôo horizontal a 5.000 metros de altura passa sobre um obser- 


vador O com velocidade de 2,2 Mach (isto é, com velocidade 2,2 vezes maior do que 
a do som). 


Calcular (fig. 311) 


a) o ângulo feito pela onda sonora (onda de choque) e a direção do movimento 
b) quanto tempo após a passagem do avião a onda de choque atingirá o observador 





o 


Fra. 311 


Solução: 


a) Enquanto o avião vai de S” a S' a frente da onda sonora, cuja envoltória é a 
frente da onda de choque, vai de S” a P 


S"P = S”"S' senô 





senô = — 
vpb 
Como L = 2,2 
8 
1 
sen6 = 32º & 0,45 0 = 27 


b) Enquanto o avião vai de S' a S a frente de onda vai de O' a O. O tempo neces- 
sário para o avião percorrer a distância S'S é 


S's 
2 xX340 
S'O = 5.000 = SStgo = S'Stg 27º; tg 27º = 0,5 


SS = 2. = 2 = 10.000 


Então t = 
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O som do avião (e não a onda de choque) atingirá o observador no tempo: 


340 cos 27 X 330 0,89 x 340 


2. O nível de água num tubo vertical de 1 metro de comprimento pode ser ajustado 


à vontade. Um diapasão vibrando com 660 vibrações por segundo é colocado sobre 
o lado aberto do tubo de água (fig. 312). Para que níveis de água haverá ressonância ? 


= 


4. 4Om 


—+—— 
Fra. 312 


Haverá ressonância quando a vibração da coluna de ar dentro do tubo for igual à 
fregiiência de vibração do diapasão, ou seja, 660Hz. Como o tubo é fechado, temos: 


f= — onde n é inteiro e ímpare O<I<S UV ou0O<IS 1,0m. v é à velocidade 


de propagação da onda no interior do tubo. 
Adotando v = 330m/s, temos: 


660 = 2: 330 ou La 


AL (em metros) 


00) 3 


Esta última relação é válida para n=1,n=3,n=5en=T. 


Portanto, haverá ressonância quando o nível de água estiver nas seguintes posições, 


E O aba 
em relação à abertura do tubo = gm gm qm e gm. 


Um tubo vazio de 1 metro de comprimento é fechado em sua parte inferior. Um 
fio esticado é colocado sobre o lado aberto do tubo. O fio tem 30cm de comprimento 
e uma massa de 0,010kg; preso pelas duas extremidades o fio vibra no seu modo 
fundamental e, excitando uma ressonância na coluna de ar no tubo, o faz vibrar 
na sua fregiiência fundamental (fig. 313). 


Calcular: 


a) à freqiiência de oscilação da coluna de ar 
b) à tensão no fio 
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À 


L=:030m ! a) A frequência de vibração do fio é dada pela expressão 
emas | 

ERee n alP 
RR. Ena = —— ——— 1 
— = j=s LN: (1) 


o 
o -- o 


Como ele vibra na forma fundamental temos n =1. 
u é a massa por unidade de comprimento do fio, ou seja 


m 0,010 E a 
peca é asa 


F é a intensidade da força de tração no fio. 


Como se trata de um tubo fechado e a coluna de ar no seu 
interior vibra da forma fundamental, temos 
l 3 Om 
v 
Dm aa 
Í 41 


onde + é à velocidade de propagação da onda no tubo, ou seja, 


a velocidade de propagação do som no ar. 


Adotando v = 330 m/s, temos 


J' = 4x1 = 82,5Hz 


pero e qtos EE 
Fra. 313 A frequência de oscilação da coluna de ar é | f 82,5Hz | 


b) A frequência de vibração da corda é igual à da coluna de ar no tubo. Assim sendo, 
da expressão (1) temos 


E SE (82,5 X 0,6)? 
Sejonas 2. 0,30 130 e 30 


eu | F = 8LIN | 


Poder-se-ia passar com suficiente velocidade por um sinal vermelho de modo que 
ele parecesse verde por causa do efeito Doppler? 


A = 6.200 X 10-8cm. para luz vermelha 
A = 5.400 X 10-8cm para luz verde 


; v + vo o Cc fe+to 
! de RR 


3 x 108 1 E . 5 .3xX62 
EE SS TE (3x 108400) .*. 3x 108 +vo = 54 


vo = (3,44-3) X 108 = 4,4 X 10'm/s 


x 108 





velocidade com que deve aproximar-se da fonte é 


vo = 4,4 X 10'm/s 
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5. Uma sirene que emite um som de 1.000.Hz afasta-se de um observador e se aproxima 
de uma parede com a velocidade de 10m/s. 


a) Qual é a fregiiência que o observador escuta ? 


b) Qual é a fregiiência do som refletido na parede? 





mofo | 80 o 880 X 1.000 — 
nf» nte, » 380 X 1.000 — 
pr = (+= (mom) 10000. = DE = 1.081Ha 
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O PRINCÍPIO “ZERO” DA TERMODINÂMICA 





O êxito que a Mecânica tem em descrever corretamente uma enorme 
quantidade de fenômenos obscurece muitas vezes o fato de que o estudo 
da Mecânica dá apenas uma descrição parcial e, às vezes, pouco realista 
dos fenômenos. Com efeito, consideremos o seguinte problema simples de 
Mecânica: dois planos inclinados do mesmo ângulo são colocados face a 
face e um corpo é abandonado do ponto 4; desprezando o atrito e a resis- 
tência do ar, o corpo descerá todo o plano inclinado perdendo energia 
potencial e adquirindo energia cinética, após o que subirá o segundo plano 
inclinado até o ponto B, onde toda a sua energia é potencial. De B, ele 
descerá novamente e ficará oscilando eternamente entre 4 e B; isto decorre 
simplesmente do princípio da conservação da energia (fig. 314). 





Fio. 314 


Ora, sabemos perfeitamente bem que o que dissemos acima não 
acontece na realidade e que aos poucos (dependendo do atrito e da resis- 
tência do ar) o corpo sobe a uma altura h' (cada vez menor) até que pára 
completamente em um ponto, como C. A energia mecânica perdida foi 
transformada em calor. 


Da mesma forma, um pêndulo suspenso no vácuo deveria oscilar 
indefinidamente; se oscilar no ar terá seu movimento amortecido pela 
resistência do ar e acaba parando. 


Estes dois exemplos (desprezando o atrito e a resistência do ar), 
têm em comum a seguinte característica, igual para todos os problemas 
da Mecânica: eles são reversíveis no tempo. Se filmarmos o movimento 
do corpo oscilando entre os dois planos inclinados é depois passarmos Oo 
filme na direção em que o fenômeno ocorreu ou se passarmos o filme de 
trás para frente, será impossível a um observador dizer se realmente o 
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corpo começou o movimento em 4 e foi para B ou se começou em B e 
foi para 4; esta reversibilidade no tempo decorre do fato de que na lei 
fundamental da Dinâmica aparece a segunda derivada do espaço em 
relação ao tempo 


Bo 
3 


de modo que fazer uma inversão do tempo t em -t (isto é, trocar o futuro 
pelo passado) não altera em nada o movimento. Em Mecânica, a coorde- 
nada tempo não tem o significado peculiar que lhe atribuem os seres 
humanos; para nós o tempo corre ou “flui” numa direção fixa e deter- 
minada e não é possível fazer nada para inverter a sua direção. 


Os fenômenos que ocorrem na natureza têm, então, uma direção 
determinada, isto é, não são reversíveis por uma inversão do tempo. 
Se filmarmos um nadador lançando-se numa piscina do alto de um tram- 
polim e se depois passarmos o filme na direção correta e em seguida na 
direção contrária (do fim para o princípio), um observador qualquer poderá 
dizer o que ocorreu antes e o que ocorreu depois, isto é, se o nadador se 
lançou do trampolim ou se foi jogado da água para cima. 


É claro, pois, que há na natureza outras leis além das leis da Mecânica 
(e da Eletricidade); os nossos sentidos, aliás, nos dizem isso, se bem que 
de uma maneira muito imperfeita. Somos dotados de órgãos que nos 
dizem se os objetos são “quentes” ou “frios”, que é um tipo de conside- 
ração que não entra em Mecânica (ou na Eletricidade). 


À sensação de quente e frio é, porém, muito imperfeita: se colo- 
camos a mão esquerda na água misturada com gelo, dizemos que esta 
mistura é “fria”; se colocamos a mão direita na água fervente, dizemos 
que é “quente”. Se agora colocarmos as duas mãos em água natural 
a mão esquerda se “aquece” e a direita se “esfria”; a água parece “quente” 
para a mão esquerda e “fria” para a direita. 

De qualquer forma, é evidente que os corpos possuem, além da mass: 
inercial, uma outra propriedade que se pode denominar quantidade de 
calor ou simplesmente calor; esta é uma propriedade extensiva como a 
massa inercial, isto é, tanto maior quanto maior o corpo envolvido. 


Um fato que constatamos pela observação da natureza é que no 
momento em que o calor intervém num sistema físico (e dificilmente 
existem fenômenos em que ele não intervém) a sequência dos eventos 
passa a ser unidirecional, isto é, a reversibilidade dos problemas da AMe- 
cânica desaparece: os sistemas naturais macroscópicos tendem a um estado 
no qual qualquer mudança mecânica ou térmica (mudança térmica = troca 
de calor) tende a cessar, atingindo o estado denominado equilíbrio 
térmico. Este é o Princípio Zero da Termodinâmica. 

Uma forma equivalente de expressar esta lei da natureza é a seguinte: 
se um corpo 4 está em equilíbrio térmico com dois outros corpos B e €, 
então BeC, por sua vez, estão em equilíbrio térmico; em outras palavras, 
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dois corpos em equilíbrio térmico com um terceiro estão em equilíbrio 
térmico entre si. Com efeito, se tal não acontecesse, seria impossível 
obter equilíbrio térmico entre dois sistemas quaisquer, o que contradiz 
o princípio acima. 


O princípio zero da termodinâmica nos leva a pensar que sistemas 
em equilíbrio térmico possuem uma propriedade cuja igualdade garante 
que clas atingiram o estado de equilíbrio térmico. Esta propriedade se 
chama temperatura. 4 temperatura de um sistema é uma propriedade 
que determina se um sistema está ou não em equilíbrio térmico com outros 
sistemas. 


1. Temperatura. Escalas termométricas 


A fim de formular uma teoria do calor de um modo mais preciso, 
é necessário começar por expressar de maneira quantitativa a informação 
de “quente” e “frio” dadas pelos nossos sentidos, ou, mais geralmente, 
caracterizar o estado térmico dos corpos. Para isso, podemos lançar 
mão de uma propriedade do corpo que dependa da quantidade de calor 
que possua; uma tal propriedade é, por exemplo, o volume (numa dada 
pressão como a pressão atmosférica, por 'cxemplo); outra propriedade 
é a resistência elétrica de substâncias condutoras. 


Tomemos, por exemplo, um tubo de vidro fechado (em vácuo) de 
pequeno diâmetro interno (fig. 315) com mercúrio no seu interior (4) 
e, por meio deste, comparemos o estado térmico de dois outros corpos 
BeC. SeBecC, ao entrarem em contato com o tubo 4, levam o nível 
do mercúrio até a mesma altura é porque estão ambos no mesmo estado 
térmico. A altura que o mercúrio alcança no tubo constitui, pois, uma 
medida do estado térmico dos corpos, ou seja, da sua temperatura. 

Denomina-se termômetro um aparelho como esse que permita 
medir a temperatura e propriedade termométrica a variável macros- 
cópica que é sensível ao estado térmico da substância. Os principais 
termômetros são relacionados abaixo: 


TERMÔMETROS E PROPRIEDADES TERMOMÉTRICAS 


TERMÔMETRO PROPRIEDADE TERMOMÉTRICA 


pa Dae) 
=] DE SO Re no | e ES E TO O E e 


Coluna de mercúrio num tubo capilar Comprimento da coluna 
Gás a volume constante Pressão 

Gás a pressão constante Volume 
Resistência elétrica Resistência elétrica 
Par termoelétrico korça eletromotriz 
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Pode-se calibrar uma escala de temperatura por meio de dois pontos 
de referência (“pontos fixos”): a temperatura do gelo fundente e a tem- 
peratura do vapor de água em ebulição (fig. 315). 


VAPOR 
DE AGUA 
FERVENTE-S 





Fia. 315 


Para calibrar um termômetro de mercúrio, por exemplo, ele é colocado 
sucessivamente nas duas temperaturas e o nível que o mercúrio atinge 
é marcado como O e 100 graus. A distância entre as duas marcas é di- 
vidida em 100 partes iguais denominadas graus centígrados. Em outra 
escala, a de Fahrenheit, o gelo fundente é denominado 32 graus F eo 
vapor de água 212 graus F; este intervalo é, então, dividido em 180 partes; 
cada grau Fahrenheit vale, pois, 5/9 de um grau centígrado. A tem- 
peratura de um corpo em graus Fahrenheit é relacionada com sua tem- 
peratura em graus centígrados pela expressão: 


CF) = 32 + = E (ºC) 


A idéia em que se baseia este método de calibrar termômetros é a 
de que existe uma relação linear entre a temperatura e um parâmetro 
do termômetro como o comprimento da coluna líquida L 


T=kL 


Basta determinar kÀ uma vez para saber daí por diante que tempe- 
ratura corresponde à um comprimento dado. 


Colocando o termômetro na temperatura do gelo fundente tem-se 


To = k Lo 


Colocando-o agora na temperatura do vapor 


Tioo = k Lio0 
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Subtraindo 
Tioo - To = k (Lio0 - Lo) 
donde 
Tioo - To 
k= >". Tioo- = 
Liso E Lo! mas ( 100 To) 100 
Então 
- =) 
Eri Lioo - Lo/ | E 


Em lugar de usar 2 pontos fixos para calibrar um termômetro, bas- 
taria usar apenas um deles, já que se assume que as escalas termométricas 
são lineares. Basta, pois, atribuir a um dado ponto fixo uma temperatura 
dada para ter o valor da constante k. Isto é feito usando como referên- 
cia o ponto triplo da água, que é a temperatura na qual gelo, água líquida 
e vapor de água coexistem em equilíbrio. A temperatura em que esta 
mistura ocorre é extraordinariamente repro- 
dutível e fixa-se para ela a temperatura de 
273,16ºK. Esta temperatura é obtida com um 
poço de Gianque (fig. 316). 


Então: 













Da 













H 








SS 


273,16 = k L, mistura 






refrigerante 
273,16 VE 
CEL O. 
7) — 
e mae 
T = 27316 E 
L, Fra. 316 


2. Termômetro a gás 


| Este termômetro consiste num balão cheio de gás (hidrogênio, por 
exemplo) ligado a um tubo em forma de U cheio de mercúrio (fig. 317). 
O termômetro é usado a volume constante, isto é, o braço M”' do tubo 
em U é sempre ajustado, de forma que o gás ocupe sempre o mesmo vo- 
lume. A pressão P que equilibra a pressão do gás é 


P = 76cm + h 


O sinal + é usado quando a pressão é maior que a atmosférica 
e o sinal - quando é menor que esse valor. 
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À experiência mostra que a dependência da pressão P para a tempe- 
ratura T é linear (fig. 318). Com isto obtém-se a escala de um tal termô- 
metro colocando o balão num banho de gelo fundente, marcando-se Po 
e depois, repetindo a operação com vapor de água, marcando-se Pioo. 
A distância entre esses pontos é tomada, por definição, igual a 100 graus, 
isto é, neste intervalo o termômetro a gás tem escala igual à centigrada. 


M' 





«273,2 -200  -I100 O 100 200 CELSIUS 


Fira. 317 Fira. 318 


Medidas cuidadosas, usando hidrogênio como substância termo- 
métrica, mostram que 


Pioo 


Po 





= 1,366 


A relação entre a temperatura medida em graus centígrados e a pres- 
são é, então, 





E Pot E Po - 
P = mai +Po= ag (+ 278,10) 
Vê-se, pois, que se t = -273,16ºC, a pressão é zero. Este valor 


da escala é tomado como origem de uma nova escala de temperaturas, 
escala absoluta de temperaturas ou escala Kelvin 


T(K) = t(C) + 273,16 (ºC) 


Quando se tenta usar o termômetro de gás a pressão constante 
usando diferentes fases (ou para o mesmo gás, pressões diferentes do gás 
no balão), verifica-se que se obtêm temperaturas levemente diferentes. 
À medida, porém, que se utilizam pressões cada vez menores de gás no 
balão, todas as temperaturas tendem a um mesmo valor (fig. 319). Esta 
é a razão pela qual a escala Kelvin é chamada escala absoluta. 
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A escala de temperatura baseada no gás ideal (escala de Avogadro) 
é definida pela seguinte expressão 


T = 27316 lim É 
P,—O0 P, 


T(P) 







378400 


373.75 


Tí(vapor d'água) 


373.50 373.18º K 


373253 


37300 
E O 230 300 780 1000 


Pote 
Fio. 319 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Termômetro a gás. 





3. Outros termômetros 


A resistência de um fio longo pode servir como medida de tem- 
peratura. A resistência varia com a temperatura de acordo eom a se- 
guinte fórmula empírica 


R. = Ro (1+ At+ Bt?) 


onde Ro é a resistência a zero graus (gelo fundente) e 4 e B constantes. 
Um fio de platina satisfaz estas condições no intervalo de -200 a 1.200ºC. 


Num par termoelétrico têm-se 2 fios metálicos diferentes que formam 
2 junções; uma delas é colocada numa temperatura de referência (gelo 
fundente em gcral) e à outra na temperatura que se deseja medir (fig. 320). 
Mede-se a força eletromotriz que aparece entre as 2 extremidades livres. 
Em geral uma fórmula empírica do tipo fem. = a+bt+ ct? onde a e 
b são constantes típicas dos metais que formam o termopar, descreve 
à dependência da força eletromotriz com a temperatura. 


TEMPERATURA Fio A 
À MEDIROCIIIITO SU EL ======= = 
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TABELA IÍI 





TEMPERATURA K FENÔMENO 
0 Zero absoluto 
e 0,005 Temperatura mais baixa atingida no laboratório 
1 Hélio congela sob pressão 
4 Hélio ferve 
20 Hidrogênio ferve 
45 Superfície do planeta Plutão 
90 Oxigênio ferve 
234 Mercúrio funde 
273,2 Água congela 
373 Água ferve 
900 Vapor das máquinas a vapor 
2 000 Ferro funde 
3 000 Filamento das lâmpadas de tungstênio 
4 500 Carbono ferve 
6 000 — 10 000 Superfície das estrelas 
6 170 Tungstênio ferve 
15 000 Quase todas as substâncias são completamente 
lonizadas 
25 000 Onda de choque com velocidade de 20 vezes a 
velocidade do som 
300 000 Centro de uma explosão atômica 
108 Coroa solar 
107 — 108 Interior das estrelas 
108 Bomba de hidrogênio 


4. Quantidade de calor. Calorimetria 


Definir uma escala termométrica, como fizemos acima, é o análogo 
ao que se faz em Cinemática, no estudo de Mecânica. Definem-se tra- 
jetórias e movimentos, más não se centra em detalhe sobre as razões pelas 
quais os corpos se movem e a que leis obedecem ao se moverem; isto é 
feito no capítulo da Mecânica que se denomina Dinâmica. 


A definição de temperatura permite caracterizar de mancira quanti- 
tativa o “estado térmico dos corpos”, o que está ligado à sensação de 
quente & frio. 


Vejamos, agora, o que se pode fazer para estabelecer uma espécie 
de “dinâmica” no estudo dos fenômenos que envolvem o calor; esta diná- 
mica, como veremos, são as duas leis da Termodinâmica que relacionam 
encrgia mecânica com calor, permitindo prever o comportamento do 
sistema quando sob influência de certos agentes externos. 
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Há na natureza fontes das quais se pode derivar calor em quantidades 
tão grandes quanto se queira: a mais óbvia delas é a combustão, que con- 
siste numa combinação química violenta de certos materiais (combu- 
rentes) com o oxigênio do ar (combustível); uma vez iniciada, a combus- 
tão prossegue até a completa exaustão do comburente ou do combustível, 
e calor é produzido neste processo. 


Dispondo-se de um termômetro, pode-se estabelecer uma unidade para 
medir a quantidade de calor produzido. Esta unidade é a caloria: quan- 
tidade de calor necessária para provocar um aumento de temperatura 
de 1ºC (de 14,5ºC a 15,5ºC) em um grama de água, à pressão atmosférica. 

Vejamos o que acontece quando dois corpos que possuem quanti- 
dades de calor diferentes são postos em contato entre si, como no caso 
de duas massas de 50 gramas de água, uma a 0ºC e outra a 100ºC, que 
se misturam. O que acontecerá é que a mistura tenderá para um 
estado de equilíbrio térmico (de acordo com a lei zero da Termodinâmica). 


Á experiência mostra que a temperatura de equilíbrio é 50ºC; isto 
corresponde a dizer que a quantidade de calor total do sistema é cons- 
tante, o que nos lembra o princípio de conservação de energia mecânica. 


Quando se transmite uma caloria a um grama de uma substância 
diferente da água, a sua temperatura não sobe de um grau; este é um 
fato muito importante e que necessita ser explicado à luz das teorias da 
constituição da matéria; por si só, aliás, a constatação deste fato significa 
que o calor está ligado de alguma forma à constituição íntima da matéria. 

A fim de expressar este fato de forma quantitativa, define-se o calor 
específico de uma substância como a quantidade de calor necessária para 
elevar de um grau um grama da substância; o calor específico da água 
no intervalo de 13,5ºC a 14,5ºC é à unidade, por definição. O calor espe- 
cífico é definido a uma dada temperatura, por 





Cc = Es lh aq 
m TT, T;-T; 


onde AQ é à quantidade de calor utilizada e 7', e T, as temperaturas final e 
inicial (m é a massa da amostra de material utilizado). Em outra notação 


1 dQ 


“m dT 
O próprio calor específico da água é uma função da temperatura e o seu 
comportamento, em geral, é o que determina a mudança do estado. 


A tabela II dá os calores específicos de diversas substâncias a 15º€, 
tomando como unidade o valor do calor específico da água nesta tem- 
peratura. | 

Vê-se por esta tabela, por exemplo, que o calor específico do cobre 
é 11 vezes menor que o da água; isto é, se comunicarmos uma caloria a 
um grama de água, sua temperatura sobe de um grau, mas se comuni- 
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carmos a mesma quantidade a um grama de cobre, sua temperatura 
sobe de 11ºC; é como se um grama de cobre se comportasse como 1/11 
gramas de água. | 


TABELA II 


CALORES ESPECÍFICOS DE ALGUNS SÓLIDOS E LÍQUIDOS COMUNS, 
DETERMINADOS EM RELAÇÃO AO CALOR ESPECÍFICO DA ÁGUA A 15ºC 


LÍQUIDOS CALOR ESPECÍFICO 


Acetona 0,53 

0,41 

Álcool metílico 0,60 

leo mineral 0,30 
1 (a 15ºC) 


0,55 

0,21 

0,092 

0,031 

0,48 (a — 20º0) 
0,093 

0,056 





Da definição de calor específico acima, pode-se ver que, se colocarmos 
uma massa m; de água a uma temperatura 7, em contato com uma massa 
ma de cobre a uma temperatura T», o princípio de conservação do calor nos 
diz que a temperatura final do conjunto é T,, dada pela seguinte equação 


mi cmo (T;-Ti) = mz Cou (Ta -T,) 


Esta equação pode ser usada para medir calores específicos dc subs- 
tâncias em relação ao calor específico da água, e se chama, por isso, 
equação básica de calorimetria. 


Uma vez que 
dQ = mcdt 


Ty 
Q -f medi = me(T;-T) 
T 


se c for independente da temperatura. 


EXPERIÊNCIAS DE LABORATÓRIO: Calorímetro das misturas. 


Determinação do calor latente de fusão 
e de vaporização. 
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l. 


EXERCÍCIOS 


Certo termômetro de gás em volume constante tem manômetro de tubo aberto. 
Com ele pretende-se medir a temperatura de certo ambiente X. Efetuam-se ensaios 
consecutivos com gás de enchimento cada vez mais rarefeito. Em cada ensaio fazem- 
se duas medições da coluna de mercúrio: uma (h,) no equilíbrio térmico com o poço 
de Giauque (ponto triplo da água), outra (A) no equilíbrio térmico com o ambiente X, 


Dados: 


h, (mm)| + 660,0 | + 685,0 | + 700,0 | + 720,0 | + 741,0 


h (mm) | + 635,9 | + 669,6 | +688,1 | + 712,4 | + 737,6 





Convenciona-se h positivo: abaixo do índice de referência. 
A pressão atmosférica é de 760mm de mercúrio. 


Determinar a temperatura do referido ambiente na escala de Avogadro (operar 
com gráfico cartesiano). 


Solução: 


Chamemos p = 760-h a pressão do gás em equilíbrio térmico com o ambiente 
X; p = 760-hs é a pressão do gás em equilíbrio térmico com o poço de Giauque. 
Podemos organizar a tabela que segue: 


1,241 | 1,205 





Então 


T = 273,16 lim 2. = 273,16 X 1,175 
p—O Pt 


[T= mike | 
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Fra. 321 


2. Para o termopar Copel-Cromel em equilíbrio térmico com certo ambiente, são dados: 


— temperatura da junta fria: 0ºC 
— f.e.m. termoelétrica: 30mV 


Sabe-se ainda que para os termopares Cromel-Platina e Copel-Platina se tem: 


E = at + aot? 
a one ponto do vapor: E, = 3,5mV 
direi 322) ponto do enxofre: E, = 14,8mV 


E > 0 e crescente 


T E' = att + aot? 
Copel-Platina ponto do vapor: E, = -4,8mV 
- (fig. 323) | ponto do enxofre: E, = -218mV 
E' < 0 e decrescente 


Determinar a temperatura da junta quente. 
Solução: 
Termopar Cromel-Platina: 


3,5 = 100 a + 10! a» ) a1 
14,8 = 444,60a, + (444,60)2a> 


3,96 x 10-2mV/ºC 
—4,57 X 10-8mV/(ºC)? 


Então | E = 3,96X 10-2 t-4,57 X 105 t2 | 


q2 
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Fia. 322 


Termopar Copel-Platina: 
( -4,8 = 100 0) + 10º a; ) a = 4,47 X 10-2mV/C 
-21,8 = 444,60 aj + (444,60)? a, ) a, = -3,28 X 10-8mV/(ºC)? 


Então E = 3,96 X 102 t-4,57 X 10-58 12 


Termopar Copel-Platina: 
( -4,8 = 100 a, + 10! q; y q, = 4,47 X 10-2mV/ºC 
-21,8 = 444,60 a, + (444,60)? a, ) a, = -3,28 X 10-8mV/(ºC)? 


Então E' = 447 xXx 102 t-3,28xX 10812 
Ê' 


Fia. 3283 


Condição: E - E' = 30 
30 = 8,43 XxX 102 t- 1,29 42 X 1078 
1,29 X 108 12 - 8,43 xXx 1024430 = 0 
=. 843 X 10-2 + V 8,432 X (10-2)2 4 X 1,20 X 1078 X 30 
2 X 1,29 X 1075 
. (o = 390ºC 
“Uta = 6.10000 


t 


onde a 2.º solução corresponde a E-E' = 30; com E<0 e E'>0Q e, portanto, 
não serve: 


Resp.: 390ºC 
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3. Para numerosas substâncias o calor específico varia com a temperatura de acordo 
com uma lei empírica da forma: c=A+B.6+C.62, sendo 4, BeC grandezas 
constantes. Aquece-se a massa m da substância considerada, desde uma temperatura 
61 até uma temperatura 92, sem mudança de estado de agregação. 


a) Determinar a quantidade de calor Q absorvida pelo corpo. 
b) Determinar o calor específico médio c da substância, no intervalo de temperaturas 
considerado. , 


c) Verificar que o calor específico médio c não coincide necessariamente com o 
calor específico à temperatura média no intervalo considerado. 








Solução: 
0 0, 
o Q mf cdo=m f (A + Bo + C62) do = 
0; 0; 
B C 
= m | A(oa — 64) + 2 (03 — 07) a 3 (68 - 68) | 
B o) 
Q=m| 46-01) +-5- (88-0) + 5 (88-68) ] 

º : 6, Alba - 01) + > 0-0) + (8-0) 

b) Cj cd- 02 - 01 


04 





c=4A + > (03 + 01) + - (03 + 0201 +62) 





à las + BP pe (utay 


4. Em temperaturas muito baixas, na vizinhança do zero absoluto, o calor específico 
dos sólidos é dado pela equação de Debye, c=k7T3 onde T representa a tem- 
peratura Kelvin e K é uma constante dependente do material. Determinar: 

a) O calor necessário para elevar a temperatura da massa M de um sólido desde 
OK a 10K. 

b) O calor específico médio no intervalo de OK a 10K. 

c) O calor específico na temperatura de 10K. 


Respostas: 


a) 104 EM b) 103 + co) 108 k 


H 


A TEORIA CINÉTICA DOS GASES 





A teoria cinética dos gases constitui um modelo que permite explicar 
a natureza do calor e outras propriedades dos gases. De acordo com 
esta teoria, os gases são formados por pequenas partículas denominadas | 
moléculas que estão em movimento contínuo e desordenado, colidindo 
umas com as outras e com as paredes (fig. 324). Uma vez que o diá- 
metro das moléculas é da ordem de 3,10* em e que existem 6,02 X 10º 
moléculas num volume de 22.400cm? (em condições normais de tempe- 
ratura e pressão), cada molécula tem, em média, à seu dispor, um cubo 
de 35 X 10% cm de lado no qual se movimenta livremente (fig. 325). 





= LÃ = 10 “em 


Fira. 324 Fra. 325 


As hipóteses que faremos sobre o comportamento das moléculas nos 
gases são as seguintes (mais adiante faremos correções que tornarão algu- 
mas delas mais realistas): 


ID O movimento das moléculas é caótico, isto é, não existem dire- 
ções privilegiadas para o seu movimento. 


II) As moléculas se movimentam em linha reta entre as colisões 
(o efeito da força gravitacional sobre elas é desprezível). 


III) As colisões entre as moléculas e as paredes e entre as próprias 
moléculas são perfeitamente elásticas. 
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IV) O diâmetro das moléculas é desprezível em comparação com a 
distância média que percorrem entre colisões (“caminho livre 
médio”). 


V) O tempo de duração das colisões é desprezível diante do tempo 
em que as moléculas se movimentam livremente. 


VI O efeito das forças intermoleculares é desprezível. 


1. 4 pressão exercida por um gás sobre as paredes 


A fim de calcular a pressão que um gás (N moléculas contidas num 
volume total V) exerce sobre uma parede, vamos fazer duas hipóteses 
adicionais que simplificam os cálculos. Vamos assumir que: 


I9 Todas as moléculas se movimentam com a mesma velocidade v. 


II? Que, em lugar de se movimentar em todas as direções, elas se 
movimentam apenas nas direções dos eixos cartesianos x, y, 2, 
havendo, pois, 1/6 do número total de moléculas N movi- 
mentando-se na direção x para baixo, etc. 


Consideremos, agora, uma área 4 numa parede paralela ao plano yz 
(parede vertical) e vejamos qual é o número de colisões de moléculas con- 
tra esta área, por segundo (fig. 326); este número é dado pelo número 


de moléculas dentro de um cilindro de base 4 e de altura v At (At = 1 se- 


gundo). Como o número de moléculas por unidade de volume é n = - , 


o número de moléculas no cilindro acima é 1/6 - A.v. At. Em cada 


uma dessas colisões, a molécula se reflete e volta na mesma direção 
(choque elástico). A variação da quantidade de movimento em cada 
colisão é, pois, 2 mv. Em todas as colisões que ocorrem no tempo 
At, a variação da quantidade de movi- 
mento (isto é, a força na superfície 
A) é 

1 N 


F=2mcs Ao. 


À força por unidade de área, ou 
seja, a pressão é 


F 29N71 2 1 
= . = e o | — 2 mas SS ns 2 
ds” 5 v (5 me?) an (mo?) 


2 1 
0 — — 2 
PV 3 N (5 mo?) 





Fia. 326 
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Como > mv? é a energia cinética de translação de cada molécula, 


N (5 mo?) é a energia cinética total do sistema (E), 


2 
PU ms 


ou seja, o produto PV é uma constante, onde esta constante é propor- 
cional à energia total do conjunto das moléculas. 


A hipótese II” é sempre válida, pois num caso geral onde o movi- 
mento das partículas não possui direção privilegiada, podemos decompor 
o vetor velocidade em componentes, ou seja, 


-+ > - -, 
v=0,.1+v,)j+vk 


É evidente que, na colisão contra as paredes laterais que coincidem 
com os planos x = const., a componente v, não sofre nenhuma variação 
(fig. 327). Obtém-se para a componente v, resultado idêntico ao que 
decorreria se supuséssemos as moléculas 
movimentando-se segundo z somente. = 
Um raciocínio idêntico pode ser feito 
para os planos y = const. e z = const. 

Como não existem direções privilegiadas, 


podemos popular cada direção com = 
das moléculas. 


Se a hipótese I' não é válida, isto 
é, se todas as moléculas não têm a 
mesma velocidade, é preciso usar uma nar 
velocidade média que indicaremos pela “7 
expressão v? em lugar de v2. 
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Se as moléculas não têm todas a mesma velocidade, a energia 
cinética de translação passa a ser 


E = / > mv? N(v) dv 
0 


onde N(v)dv é o número de moléculas com velocidade entre ve v-+ dv: 


» 


a integral é feita de zero a infinito de modo a considerar todas as velo- 
cidades possíveis. 


À energia cinética média por molécula é a energia total dividida 
pelo número total de moléculas, N = / N(v) dv. 
0 
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À energia cinética média se escreve como 


— 1 
nO ds e ai 
N ira z mo N(v) dv. 
0 


v* se denomina velocidade quadrática média. 


2. A interpretação da temperatura 
na teoria cinética dos gases 


No capítulo anterior, havíamos estabelecido o fato de que na escala 
absoluta das temperaturas, a temperatura T era proporcional à pressão 
P exercida pelo gás para um volume dado V. 


T = 273,16 





P 
Po 


a constante 273,16 sendo a mesma para todos os gases. 


a 


Como P é proporcional à energia cinética média das moléculas, 
conclui-se que T é também proporcional a esta energia cinética média. 
Escreve-se 


mov? 








2 
o o Re 
ou 
nw2 S 
DS kT 
Com esta notação 
P = nkT 
e PV = NkT = RT 
R = Nk 


A constante de proporcionalidade k é chamada constante de Bolteman. 


Se considerarmos, agora, 1 mol de gás 
R = Nok 
Como No (número de Avogadro) é o mesmo para todos os gases 


PV = NokT = KT 
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Um gás para o qual esta equação é válida se chama gás perfeito ou ideal. 
Basta, pois, medir o volume que um mol ocupa em condições nor- 
mais de temperatura e pressão (P = 1 atmosfera = 10º dinas/em? e 
T = 0ºC = 273,16ºK) para se obter R. Este volume, como se sabe, é 
22,4 litros. 
Portanto 
PV erg 


= —— = do Ripa 
E T uses O grau-mol 


A constante de Boltzman é, pois 


7 
k=—"— = —D—D— = 1,38 X 10-18 erg/grau 


e mede a energia cinética média de translação das moléculas por grau 
Kelvin. 


Como 





podemos determinar qual a velocidade média quadrática das moléculas 
de um gás em uma dada temperatura. Por exemplo, para o hidrogênio 
T = 300ºK (temperatura ambiente) 


—= 3kT 3X138 x 1016 x 300. 
seda sv sq DO don 
m 2 
6,02 x 1023 
Para o oxigênio (2 n = cm im) obtém-se v = 475m/s. É de 
6,02 X 1023 | 


se observar que, a uma dada temperatura, a energia cinética média das 
moléculas é a mesma para todos os gases, o que significa que as muis 
pesadas, como o oxigênio, têm velocidade quadrática média menor. 


3. Lei da distribuição das velocidades 


entre as moléculas 


É de se esperar que todas as moléculas não tenham a mesma velo- 
cidade. Uma vez que existem tantas moléculas e tantas colisões num 
volume grande de gás, espera-se uma situação como a que estabelece 
a distribuição dos erros acidentais: uma velocidade média em torno 
da qual existem velocidades maiores e menores, de acordo com o tipo 
de “acidentes” sofridos pelas moléculas. Daremos aqui uma dedução 
devida a Maxwell (1860), da lei de distribuição das velocidades. 
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Yy Consideremos um volume de gás 
f(vo)dv onde existem N moléculas, uma das 
x x 


quais tem vetor velocidade v de com- 
ponentes v,, v, ev,. Vamos calcular o 
número de moléculas da componente 
v, entre v, e v, + dv, (fig. 328). 


Indiquemos este número por 
flv x) dv; 


Temos que acrescentar aqui a 
seguinte hipótese: “As distribuições 
das componentes v,, v, e v, da velo- 


—) 
cidade v são independentes umas das 
outras”. 





E 

O vetor velocidade v, resultante 
de v;, v, e v., pertence ao volume 
elementar dv,, dv,, dv. do espaço de velocidades e, devido à hipótese 
que fizemos, o número de moléculas com extremidade pertencente a esse 
volume elementar é 


NO) do = (05) f(vy) fls) dozdo dos 


Como o espaço é isotrópico (todas as velocidades são igualmente 
prováveis), o produto J(v;) J(v,) f(v.) é só função do valor da velocidade 
v, e podemos introduzir uma nova função que depende somente do mó- 
dulo da velocidade, isto é, 


PO) =F (Nisto) = f05) fo) fo) 


Para determinar as funções F e f da equação acima, procedemos 
da seguinte forma: 


Inicialmente, diferenciamos logaritmicamente a expressão acima 
com relação a v; 


vEF'(o)  S(vs) 
v F(v) f (vz) 








Introduzimos agora uma nova notação 


PO) ja L f0D 
0) = (0) * eva) = vz Ívs) 





Note-se que 


d(v) = (vz) 
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Se diferenciarmos esta expressão em relação a v, ou v,, temos 
é(v) = 0 e é) = const. 


Fazendo a constante igual a -2a, temos 


elvz) = -2Za 
e, portanto, 
Oo) cdlogfls) ou 
f (vz) d vz E 
log f (07) = av? 


Fazendo e* = À, temos 


flv) = 4 em 


mp 
O número de moléculas com o vetor velocidade v no volume 
dv, dv, dv, é então 


N() do = f(vz) f(vy) f(vz) dv; dv, do, = 43 eat. gray , gravy = 


= 48 eu? dv, dv, dv; 
Um gráfico da função f(v,) é indicado abaixo (fig. 329). 


€ (Va) 


. Vaz 
Distribuição de Gauss 


Fia. 329 


A distribuição é gaussiana e tem um máximo para v, = O: a com- 
ponente mais provável entre as componentes da velocidade v, é aquela 
de valor v, = O (e o mesmo para as outras componentes); as outras com- 
ponentes (diferentes de zero) se distribuem simetricamente em torno 
dela. Isto é o que se espera devido à hipótese da isotropia. 
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Se desejamos agora o número de moléculas com um dado valor 
absoluto da velocidade é preciso calcular quantas moléculas se encontram 
numa casca esférica com centro na origem e com velocidade entre v e 
v + dv; o volume desta casca é 4mvidv e 


N(v) = 4xv2 do N(9) 


Usando as condições 


eo 
/ N(v) dv = N (número total de moléculas) 
0 


oo 
f Gm No) do =E=S NkT (energia total das moléculas) 
0 
pode-se calcular o valor de 4 e de a. O resultado final é 


m 
“ É 9kT 


ca a 3/2 ” (25) O 
4 N (=) N 27 k7T 
Então 


ma m 3/2 
N(v) = N(vs, V y, va) = N (sr 7) e-mv|2kT 
m 3/2 
No) = 4+N (527) 0º em 


A distribuição de velocidade N(v) é mostrada na figura 330 (distri- 
buição de Maxwell). 


N (v) 


Distribuição de Maxwell 


Fra. 330 
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Pode-se ohter o valor da velocidade mais provável, isto é, a velocidade 
para a qual N(v) tem um máximo, derivando N(v) e fazendo esta derivada 
igual a zero. O valor que se obtém é: 


2 kTN1/2 


Umais provável = ( 
m 


4. Cálculo do caminho livre médio 


Suponhamos, para facilitar o cálculo, que todas as moléculas este- 
jam paradas, menos uma (molécula 4 na figura 331). Suponhamos que 
a massa de Á seia muito maior do que 
a das outras moléculas, de modo que 
ela não se desvia da direção em que se 
movimenta. Seja r o raio das moléculas. 


« 
& 


Õ 


> 
0 


000 
No tempo At, a molécula 4 vai OQ 
bater em todas as moléculas que se en- 
contram num cilindro de base circular, 
de raio 2r. A altura do cilindro é v At, O O 
onde v é à velocidade média. O número 9) O Õ O 

de colisões por segundo é, então, ú 


Or 
pre 
Õ 


f 
p= 4rr2.nv Fra. 331 


O tempo médio entre as colisões é, pois 


e a distância, entre as duas colisões, »/v, é, por definição, o caminho livre 
médio 
1 


a 


Num gás, em condições normais de temperatura e pressão, | = 10-cm. 
Como as velocidades médias das moléculas são da ordem de 500m/s, o 
número de colisões por segundo é 


1 2, 5X 10º por segundo 


Tr 
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5. Correções à teoria cinética dos gases 
(Equação de Van der Waals) 


Vamos introduzir, agora, duas correções importantes na equação dos 
gases ideais 
PV = RT 


Um gás que obedece a esta equação se diz perfeito. As correções se re- 
ferem às hipóteses IV e VI, nas quais baseamos a teoria cinética dos gases. 


A primeira diz respeito ao tamanho das moléculas, que foi desprezado. 
Isto, obviamente, não pode ser verdade porque, se o fosse, V poderia 
tornar-se zero por compressão do gás, o que não ocorre: por compressão, 
o gás ocupa menor volume, liquefazendo-se mas ocupando sempre um 
volume finito. Se chamarmos de b o volume ocupado pelas moléculas, 
podemos escrever, em lugar de V, (V —b) na equação acima. 

A segunda diz respeito às forças intermoleculares; moléculas na 
superfície de contato do gás com a parede não estão envolvidas por outras 
moléculas de maneira simétrica (fig. 332). 





Fra. 332 


Havendo forças intermoleculares, uma molécula no interior do gás 
sofre uma força nula, devido às outras; isto não ocorre na superfície, onde 
uma força resultante tende a “puxar” a molécula para dentro. Por con- 
seguinte, cada vez que uma molécula colide com a parede e “volta” para 
dentro do tubo, tudo se passa como se uma força extra se adicionasse à 
transferência normal de momento. Isto se escreve pondo, em lugar de 
P, a expressão (P + 6) na equação dos gases Ideais. 

Tem-se, então 


(P+3D(V-b) = RT (Equação de Van der Waals) 
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ô pode ser expresso em outros termos, da seguinte maneira: a força f, 
atuando numa molécula da superfície, é proporcional a n 


f=c.n 
A pressão adicional é proporcional a f e ao número de moléculas por 
unidade de área, o que também é proporcional a n; portanto 
ô = c.n? 
onde c' é outra constante; como n = + 


"Nº 
E mo (a é uma constante diferente de c”) 


= a V2 





Finalmente, tem-se 
(P +55) (V-b) = RT 


ou 


RT a 
PR med” VE 


A figura 333 mostra P em função de V (isotermas de um gás) para dife- 
rentes temperaturas. Em temperaturas elevadas, b e 5 são desprezíveis 
diante de Ve P e as isotermas são hipérboles quase perfeitas. Para 
temperaturas mais baixas, existe uma região em que as isotermas passam 


! 
| 
à 
4 
! 
| 
! 
I 
l 
! 
I 
! 
! 

- 
| 
1 
à 
1 
1 
A 
! 
1 
b 





Fra. 333 
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por um mínimo e um máximo; há, pois, 
três valores de V que satisfazem a equação 
de Van der Waals (fig. 334), para uma 
pressão dada; com efeito, a equação de 
Van der Waals é de 3.º grau em V. Existe 
uma dada temperatura para a qual o míni- 
mo e o máximo da isoterma se confundem; 
a isoterma é horizontal nesta temperatura. 
Este se chama ponto crítico; conhecidos os 
Fra. 334 valores da pressão, volume e temperatura 
no ponto crítico (P,, V., T.), é possível 





2 
determinar a e b. Com efeito, calculando A e a e fazendo-os igual 
a zero, tem-se 


dP (RT | 2a 
dV — (Ve-b)? 





d2P 2RT, 6a 
dV2 (Ve-b) vá 





Daqui se obtém 





2 
sa 2 2 pa Te 
qa=3PV=ar P, 
3 8 P. 
PV. =— SRT, 


Substituindo-se os valores acima de a e b na equação de Van der 
Waals, obtém-se 


3 1 8 
(+57) (7-5 = 3 Tr 
onde 
P, = P/P, 
V, = V/V. 
P, = T/T. 


P,, V, e T, são chamados “valores reduzidos” da pressão, volume c 
temperatura. 

Vemos desta equação que, se dois gases têm o mesmo “valor reduzido” 
de temperatura e volume, então a pressão reduzida é também a mesma. 
Em outras palavras, usando P,, V, e T, como unidades para P, as curvas 
de Van der Waals se tornam as mesmas para todos os gases. Esta é a lei 
dos estados correspondentes. 
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EXERCÍCIOS 


1. Moléculas de oxigênio incidem sob ângulo 6 = 60º numa superfície plana, de área 
S = 2em?, à razão de 1023 moléculas por segundo, e com velocidade 600m/s. 
Determinar a pressão exercida na superfície mencionada (fig. 335). 


Solução: 

Quantidade de movimento de uma molécula: 
=) 

antes da colisão: mv 
e) 


depois da colisão: m vg 


E > 0 > 
variação: m(va-va) = -2mv cos 60 1 





Fra. 335 


Variação da quantidade de movimento de todas as que atingem S em At segundos. 
> > 
Ap = 1023 At (-2mv cos 60 1) 
E 
t 


-— 
+ = -1023 X 2mp cos 60 
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A força que o feixe exerce na superfície é 


- Ap > 
F Rr = 1023 x 2mv cos 601 
e a pressão 
Es F 1023 x 2mv cos 60 o 
a RU ar e 
32 1 
23 Eca o DEN 2 És 
. 10 X 2 02 x 1023 X 600 X 102 X 2 
= 2 


| P = 16X 10tba | 


2. Em condições normais de temperatura e pressão, a densidade absoluta do vapor 
de iodo é p = 1,14 X 10-2g/cmº. Determinar, naquelas condições, a velocidade 
média quadrática das moléculas de vapor de iodo. 


Solução: E A 30 
p=qmntas VE isa vem = 2 


p = latm = 108N/m? e p = 114 X10-2g/cm? = 11,4kg/m? 


3 X 105 
Vam = 11,4 nr Za Vam = 162m/s 


3. Em condições normais de temperatura e pressão o livre percurso médio das moléculas 
de nitrogênio é À = 6 X 10-8m. 


Calcular: 
a) o n.º de moléculas por cm? de nitrogênio nas condições citadas 
b) a seção de choque das moléculas 


Ca) 








Solução: 
2. mm E = m NoMRT E 
a) p.V= RT e P=%V kT NoMV = 
No M N ; 
= MV T="5 To... p=nkT 
Então 
n = RE ão pt a = 2,66 X 1025moléculas/mº 
k T 1,38 X 10-23 x 273 , 
| = 2,66 X 10!ºmoléculas/cm? | 
eles do dgdt Erdagio de daqui 
Tárg co 4r = seç e choque = o 
1 1 É 
o =— ————— > ct. o = 62,6 X 10-20m? 


n.A 2,66 X 1025 X 6 X 108 


| oc = 62,6 X 10-16cm? | 
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4. Um recipiente contém hidrogênio à temperatura de 300 K e sob pressão de 10-mm 


de mercúrio. O diâmetro das moléculas de hidrogênio é 3,84. Calcular o livre 
percurso médio das moléculas. 


Resposta: | 69,5m | 


5. As constantes críticas do nitrogênio, determinadas experimentalmente, são: 
Pe = 34 X 10%ba; P, = 0,31lg/cm?; T; = 126 K 


Admitindo que o nitrogênio obedece à equação de Van der Waals, calcular, para 
1 mol de gás: 


a) as constantes ay e bm da equação, relativas ao mol; 


b) o volume molar para T = 293ºK e p = 20,3 X 10%ba, admitindo dois casos: 
como gás perfeito e como gás de'Van der Waals; comparar os resultados com 
o valor experimental: v = 1.197cm?. 


Dados ainda: R = 8,31J/mol K; M = 289/mol. 




















Solução: 
a) aM = 3 Fe M?; bm = E 
Pe 3pc 
Então 
2234 X 108 X 28º | =» 1 mf. dina 
am = 3 — O au = 827 X 10 E 
28 É o cms 
bm = 3 X 0,311 es Na SO mol 


; ; o É — 831 X 107 x 293 E ã 
b) Gás ideal: pu = RT .t.v= 20,3 X 105 2 E = 1.20lcm 


Gás Van der Waals: simplifiquemos antes a equação de Van der Waals 














a . a ad 
(+ S)o-Dp=RT o. m-p+S vã = RT 
a ab 
pv = RT + pb = Vo «+ Vv2 ou 

ap abp* 

V = RT bp - —— 

p + bp pV + (pV) 

” 

termos corretivos 

Fazendo nos termos corretivos pV = RT, vem 
NA su bi ap abp? 
pV = RT + bp “RT + (RTJ 
pV b a abp? 


RT >ltarºcqRT PT RT? 
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abp? ds Lol 
O termo (RTJ é desprezível face aos demais, pois 


bo 203X 108 X 30 . E 
RT * 831x 107 x293 52º X 10 


ap — 827 X 10 x 20,3 X 108 | a 
RT 831 x 7 x 20392 “2% X10 


abp? 827 X 1011! X 30 X (20,3 X 108) a 7 x 1078 
(RT) (8,31 X 107 x 293)3 e 





Então, desprezando o último termo corretivo vem 


PV bp ap , » Ja 
BT 1 +57 RITO pV=RT+4+bpo->— 


p 
RT 
V+S> -bpa=RT 
p 7 bp 


11 
e. 203 X 108 v + SEX. 20,3 x 10º x 30 = 


= 891 X 107 x 293 


uação cujas raízes são ( Ear ooo 
AMEAÇAS O Va = 34cm3 


2 e e . 
Sendo V. = IT = 90cm3, a raiz Vz não nos interessa. Perdeu-se uma raiz 
3 


devido à simplificação. 


Note-se que o valor calculado pela equação de Van der Waals, 1.199cm?3, está 
muito próximo do experimental, 1.197cm?. 





« Admitindo que o C0z obedece à equação de Van der Waals, com a = 3,6latm. !2/mol 
e b = 4,28 x 102 I/mol, calcular as suas constantes críticas. 
Dado: R = 8,31J/mol K 


Resp.: V. = 0,128!/mol 
Pe 72,8atm 
Te 304,5 K 
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O PRIMEIRO PRINCÍPIO DA TERMODINÂMICA 





A combustão não é a única fonte de calor que existe. Pode-se, tam- 
bém, produzir calor a partir do trabalho mecânico; isto se pode verificar 
batendo um prego com um martelo e constatando que o martelo se aquece, 
ou, mais simplesmente ainda, esfregando a mão numa superfície e verifi- 
cando como a mão se aquece. 

À questão não é constatar à existência desta relação (a relação 
contrária também existe — calor se transforma em trabalho em certas 
condições), mas sim descobrir qual a relação quantitativa que existe entre 
trabalho e calor. 


Esta relação foi estabelecida por Joule na metade do século passado. 


As experiências de, Joule consistiram numa série de observações 
independentes, nas quais ele mediu a quantidade de calor produzida 
por um dado trabalho, ou seja, o equivalente mecânico do calor. A expe- 
riência mais conhecida consiste em deixar dois corpos de massa dada (m) 
cair de uma altura dada (h) sob a ação da gravidade, e realizando, pois, 
um trabalho € = 2mgh; o que se mede é a quantidade de calor produzida 
pelas pás de uma roda que gira impulsionada pela queda do corpo m, 
numa lata cheia de água; a quantidade de calor Q é obtida pelo aumento 
da temperatura da água (fig. 336). 

Cada uma das massas usadas por Joule era de aproximadamente 
2 quilos. A altura da queda, 10 metros. Joule repetia 16 vezes a opera- 
ção de queda dos corpos (reenrolando as cordas num cilindro ligado às 
pás) antes de medir à variação da temperatura da água. 

O resultado desta experiência é que uma caloria é produzida por 
4,185.5 joules. 


O equivalente mecânico do calor é; pois, J = 4,185.5 - joule 


caloria 
W 
O ai 
Às principais experiências (entre outras) que Joule realizou para 
medir: J foram: 


1 — O aquecimento de água agitada pelas pás de um cilindro que se movia pela 
queda dos corpos (descrita acima). 


372 Física geral e experimental 


2 — O aquecimento de água agitada pelas pás de um cilindro que era movido por 
um motor elétrico. 


3 — O aquecimento da água produzido pela vazão através de tubos de pequeno 
diâmetro. 


4 — O aquecimento da água que ocorre numa queda-d' água. 
5 — O aquecimento de água por fricção entre duas placas de ferro em movimento. 


Todas estas experiências deram (com boa aproximação) o mesmo 
resultado para o equivalente mecânico do calor. 

Diz-se que uma máquina trabalha num ciclo quando as condições 
finais da máquina são exatamente iguais às condições iniciais. 





Fra. 336 


Por outro lado não se conseguiu nunca um ''moto-contínuo”, isto 
é, uma máquina que trabalhando num ciclo produzisse mais trabalho 
mecânico do que é investido no seu movimento. 


Vemos, então, que, por um lado, a transformação de calor em tra- 
balho dá sempre o mesmo valor e que, por outro lado, esta transformação 
parece ser completa (pois moto-contínuos não podem ser construídos); 
parece ser uma decorrência natural destes dois fatos assumir que o calor 
é uma forma de energia e que o princípio da conservação de energia 
mecânica deve ser estendido de modo a incluir o calor, passando a ser, 
então, o Primeiro Princípio da Termodinâmica: “A soma da energia 
mecânica e da quantidade de calor (= energia total) de um sistema isolado 
é constante”. 
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Com cfcito, se não é possível construir um moto-contínuo (combi- 
nando trabalho e calor) é porque a energia total do sistema inicial é igual 
à energia do sistema final, qualquer que seja o caminho seguido pelo 
sistema para passar do estado inicial ao final; se assim não fosse, ganhar- 
se-la energia fazendo o sistema descrever um “ciclo” ao usar os dois cami- 
nhos (um na “ida” e outro na “volta”). A energia total E do sistema é, 
pois, uma função do estado do sistema e não do caminho seguido pelo 
sistema para chegar a este estado. Pode-se, então, escrever, como con- 
segúência do primeiro princípio da Termodinâmica, que a soma 


AQ - AW 


é igual à diferença de valores que a energia total do sistema possui (deno- 
minada energia interna) 


U,-U, = 4Q-AW 


AW é o trabalho total realizado e AQ a quantidade de calor total 
introduzida ou retirada do sistema. Em outras palavras, a validade do 
primeiro princípio assegura a existência da função U. 


Se U, = U, então AQ -AW = 0. 


Para uma transformação infinitesimal, escreve-se 


dU = dQ - dW 


pois o aumento da quantidade de calor equivale a trabalho realizado. 
(Calor introduzido é considerado positivo, trabalho introduzido é consi- 
derado negativo.) 


Em linguagem matemática, como a função U não depende do cami- 
nho seguido numa transformação, pode-se dizer que dU é uma diferencial 
exata; dQ e dW não são diferenciais exatas. Daremos, mais adiante, um 
exemplo para demonstrar que este é de fato o caso. 


Observemos que a primeira lei da Termodinâmica se refere sempre à 
variação da energia interna; ela só permite uma especificação completa 
de U a menos de uma constante. 


Por outro lado, a primeira lei da Termodinâmica não deve ser consi- 
derada como uma definição de quantidade de calor, que poderia ser 
definida por 

dQ = dU + dW 


pois justamente o conteúdo da primeira lei é (baseado na experiência) 
assegurar a existência da função U; mesmo que fosse possível construir 
um moto-contínuo (isto é, se a relação entre calor e trabalho não fosse 
tão simples como nos diz a primeira lei da Termodinâmica), ainda assim 
se poderia falar em trabalho e em calor. 
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1. 4 teoria do calórico 


A primeira lei da Termodinâmica implica claramente que o calor é 
uma forma de energia; veremos adiante que a teoria cinética dos gases 
mostra que o calor corresponde à energia cinética das moléculas. 


Esta é a explicação corrente nos nossos dias e facilmente aceitável 
devido à popularidade da teoria cinética dos gases. Um longo caminho 
foi, porém, percorrido em Física, até que se estabelecesse uma relação 
tão simples entre calor e energia mecânica; o fato é que a teoria aceita 
anteriormente — teoria do calórico — estava firmemente estabelecida 
e era aceita por cientistas importantes como Lavoisier, Laplace, Petit e 
Dulong; sua aceitação não era devida somente a uma questão de auto- 
ridade, mas também devida ao fato de que explicava bem os fatos expe- 
rimentais então conhecidos. Somente experiências novas como as reali- 
zadas por Rumford e Joule é que acabaram por forçar seu abandono. 


De acordo com a teoria do calórico, o calor seria um fluido invisível 
que teria a propriedade de ser atraído pela matéria ordinária mas que 
repeliria o próprio calórico. A teoria pressupunha uma estrutura atômica 
da matéria: cada átomo era cercado por uma atmosfera de calórico, sendo 
a quantidade proporcional à temperatura na supcrfície do átomo; a 
atração entre os átomos era suposta atrativa e gravitacional (força inver- 
samente proporcional a 7?) e a do calórico repulsiva e proporcional ao 
inverso do logaritmo da distância; para uma dada quantidade de calórico, 
as duas forças estão em equilíbrio na distância usual que existe entre os 
átomos; aumentando a quantidade de calor, o calórico aumenta e, 
portanto, também a distância, para a qual as duas forças são iguais; 






FORÇA DE REPULSÃO 


Viga DO CALORICO 1 
log r 






FORÇA 
GRAVITACIONAL 






p PONTO DE 
EQUILIBRIO 


“e 
- 
o 
e 





Fira. 337 
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esta era a explicação para a dilatação dos corpos com o aumento da tem- 
peratura. Explicavam-se também assim os estados sólido, líquido e gasoso 
como dependendo da quantidade de calórico presente nos corpos (fig. 337). 


A compressão dos corpos deveria resultar numa expulsão de calórico, 
já que ele se repele; este é, de fato, o caso, pois a compressão de um gás 
resulta no seu aquecimento. 

A condução de calor era também explicada pela existência de corpos 
com mais calórico do que outros em torno dos seus átomos. 


As dificuldades da teoria do calórico são, porém, muito sérias, pois 
levam, segundo observou Rumford, às seguintes conclusões: 


a) Se calórico é uma substância, deve ter peso. 


b) Se calórico é uma substância, deve existir em quantidade limi- 
tada nos corpos. 


Rumford comparou o peso de duas garrafas contendo pesos iguais de 
água e de mercúrio à temperatura de 15ºC e depois a 1ºC abaixo de zero; 
como a água se transforma em gelo, deve perder uma quantidade consi- 
derável de calórico, ao passo que o mercúrio, que não se congela, perderia 
muito menos. A experiência mostrou que os pesos permaneciam iguais 
nas duas temperaturas. Isto destrói a primeira asserção acima. 


Para destruir a segunda asserção, Rumford observou que, quando 
uma broca perfura um bloco de ferro (como quando se fabrica um canhão), 
uma quantidade “inexaurível” de calor é produzida por fricção; enquanto 
o movimento continuar, calor, isto é, calórico, irá sendo retirado do ferro 
e pode ser utilizado para aquecer água. | 


É de se observar que a teoria do calórico não contradiz a lei zero da 
Termodinâmica, nem o caso particular da primeira lei em que trabalho não 
está envolvido. (A calorimetria toda não sofre alteração nenhuma nesta 
teoria.) É somente quando se introduz a transformação de trabalho em 
calor que a teoria do calórico se mostra inadequada. 


IV 


GASES PERFEITOS E O PRIMEIRO PRINCÍPIO 
DA TERMODINÂMICA 





Um gás perfeito contido num recipiente constitui um sistema no 
qual as leis da Termodinâmica podem ser estudadas de uma maneira 
particularmente simples. Já apresentamos a teoria microscópica das 
propriedades dos gases. Faremos, agora, o estudo termodinâmico dos 
gases, utilizando apenas conceitos macroscópicos como pressão, volume 
e temperatura. Finalmente, faremos a ligação entre estes dois pontos 
de vista. 


1. Trabalho realizado na expansão 
e compressão de um gás 


Consideremos um gás ideal no interior de um recipiente que tem 


uma parede móvel (pistão) (fig. 338). 
A pressão que o gás exerce é 


P = nkT 


vidi 
ox [ 


f 





Fig. 338 
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e, portanto, uma força PÁ = F atua no pistão de dentro para fora. Se 
quisermos que o sistema permaneça em equilíbrio, é preciso aplicar de 
fora para dentro uma força igual e de sentido contrário (um peso Mg = F, 
por exemplo). Se, agora, diminuirmos este peso de uma pequena quan- 
tidade (novo peso 41'y, M' < M), à força de dentro para fora empurra 
o pistão para cima com velocidade u. Suponhamos que as paredes do 
recipiente sejam termicamente isolantes e que calor não possa entrar 
no sistema, vindo do exterior. 


Se o peso sobe uma distância dx, o gás se expande e consegiente- 


mente o trabalho realizado pela expansão do gás (e que se converte em 
energia potencial da massa M”) é 


dW PA dz = PdV 


A potência dissipada é 


dW di 4 
a PA di = PÁ u 


Donde vem esta energia? Para responder a esta pergunta é necessário 
voltar à dedução da pressão exercida por um gás numa parede estacio- 
nária: a variação da quantidade de movimento numa colisão de uma 
molécula de massa m contra a parede cra naquele caso 


m [p-(-0)) = 2mw 


uma vez que, depois da reflexão, a molécula tem velocidade igual e de 
sentido contrário à incidente. 


Como o pistão se movimenta, a velocidade relativamente ao pistão 
era v—-u antes do choque. Depois do choque a velocidade será — v” com 
relação à parede fixa e-v' — u com relação ao pistão. Em módulo, estas 


q 


duas velocidades com relação à parede móvel são iguais. 
Portanto, v“ +u=v-u vouseja, v =v-Zu. 
As moléculas que tinham uma velocidade inicial v passaram a ter 
uma velocidade |v'| = |v-2u|. 
mv? 
2 





À energia cinética inicial passou a ser 


m 
E (o -2u)? 
as 


Existe, portanto, uma perda em energia cinética dada por: 
2 
ae (0-2u)? = 2mvu-2Zmu? 


2 2 


O termo em u? é desprezível diante do outro, pois u << vt. 
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Uma vez que o número de colisões por segundo com o pistão é | Am, 
a perda total de energia cinética se torna então: 


É (Anv) 2mvu = 5 nmv? Au 


; 1 o 
que pode ser escrito como PAÁu, uma vez que P = 7 1º, 


O trabalho mecânico realizado pelo pistão, na unidade de tempo, é 
igual à perda de energia cinética das moléculas de gás. 

O caso da compressão é análogo, bastando trocar u por -u. Se cha- 
marmos U a energia interna do gás, isto é, à sua energia cinética total, 
podemos dizer que, na expansão, o seu decréscimo - dU é igual ao tra- 
balho realizado pelo gás 


-dU = P dV (supõe-se que não haja trocas de calor) 


É claro que a temperatura vai baixar durante a expansão. 


Por outro lado, se tivermos um gás a volume constante e, simples- 
mente, o aquecermos (ou resfriarmos), a energia cinética média (energia 
interna) das moléculas aumenta, o seu aumento dU sendo 


dU 
dU 


dQ (a volume constante) 
CdT = medT 


À encrgia interna pode, então, variar, porque calor ou trabalho entram 
(ou saem) dos sistemas 


dU = -PdV + dQ (1) 


Então(*) 
dU = -PdV + CdT (II) 


C, é o calor molar específico a volume constante. 


A variação da energia interna depende, porém, apenas do estado 
inicial e final, ou seja, da variação da temperatura do sistema. Podemos 
convencer-nos disso, pensando que a energia interna é dada pela energia 
cinética total das moléculas, que só é função da temperatura ou, então, 
pensando que a expressão (I) é realmente uma maneira de escrever a 
primeira lei da Termodinâmica, que assegura justamente a existência da 
função U com a propriedade mencionada acima. 


Num gráfico P - V em que as coordenadas são P e V, a área determi- 


nada pela curva obtida e o eixo dos V (entre dois valores dados de V), 
representa o trabalho realizado (fig. 339). 


(*) Este resultado pode ser interpretado como se primeiramente houvesse uma troca de calor & 
volume constante e depois uma troca de trabalho sem troca de calor com o meio. 
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Se o sistema realiza um ciclo indo de 2 para f e voltando para 2, & 
área contida entre as curvas I e II é igual ao trabalho realizado e também 
ao calor absorvido, pois 


dU = 0 .*. PdV = dQ 








V 





Fira. 339 


Se tivermos um gás num estado caracterizado pelo ponto 4 da figura 
340, podemos passar a B por uma variedade de caminhos. 


O trabalho realizado varia de acordo com o caminho (é pequeno para 
o caminho II e grande para o caminho IIN), mas a variação da energia 
interna só depende do estado inicial e final. 


Uma maneira matemática de resumir estes fatos é escrever 
dU = dQ - dW 


onde o símbolo dU tem o significado de uma diferencial exata, isto é, 


B 
fav=us-Us 
A 


Esta integral só depende dos limites e 
não do caminho seguido, ao passo que dQ e 
dW não são diferenciais exatas, isto é, 


fa e Saw B 
4 4 


dependem do caminho seguido, para se ir A 
de 4 e B. 
Os diferentes tipos de caminhos possíveis 
para gases serão discutidos em detalhe no V 
parágrafo seguinte, Fra. 340 
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2. Transformações termodinâmicas 
em gases perfeitos 


O estado de um gás qualquer ou de uma mistura de gases é deter- 
minado pela sua temperatura, pressão e volume. No caso do gás ideal 
estas variáveis são ligadas pela relação 


PV = RT 
para 1 mol de gás. 


À especificação do estado de um gás pressupõe: 


a) equilíbrio térmico — a temperatura é uniforme em todo o sistema 
e igual à do envoltório; 


b) equilíbrio mecânico — a força exercida pelo sistema do envoltório 
é uniforme através de toda a sua superfície e contrabalançada 
por forças externas; 


c) equilíbrio químico — a estrutura interna do sistema e sua com- 
posição química não variam de ponto a ponto. 


Um estado que satisfaz estas condições se diz em equilíbrio termo- 
dinâmico e suas variáveis satisfazem a equação acima (1). Se que- 
remos, durante uma transformação, usar a equação de estado, é preciso 
que o sistema não se afaste muito das condições de equilíbrio; isto se 
consegue fazendo com que a transformação se dê por uma sucessão de 
estados de equilíbrio pouco diferentes entre si; o processo se diz quase- 
estático; durante a transformação, o sistema está em todos os instantes 
infinitesimamente próximo de um estado de equilíbrio. Isto é conseguido, 
em geral, fazendo as mudanças de forma suficientemente lentas para que 
o sistema entre em equilíbrio após cada modificação (a rigor, uma trans- 
formação exigiria um tempo infinito para a sua realização). 

p Vejamos, agora, quais as pringipais 
transformações dos gases: 


| 


2a. Transformações isobáricas 
(expansão a pressão constante). — Con- 
sideremos a expansão de um gás aque- 
cido a pressão constante. 


O gráfico P - V é visto ao lado (fig. 


| 


< 
< 
N 


341) 
Partimos de 





A ULLL LAMA LA LLC ADD PITTS 

A 

Z 6 jo Q À 3 ” 

; dW <dQ A variação de energia interna é 

LIT IICT SIDI SIP (dW > 0) Cod 7. P Or outro lado, de P V — RT, 
dQ > 0 obtém-se 


Fia. 341 PdV + VdP = Rd” 
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Como P é constante 
PdV = RdT 


Então 
dQ = (Co + R) dT 


Esta é, pois, a variação do calor numa transformação a pressão cons- 
tante, e deve estar ligada a um calor expecífico que chamaremos de calor 
específico a pressão constante. 


Escrevendo 
Cs + R = C» 
dQ = CydT 


A nova quantidade introduzida aqui, C>, chama-se calor específico 
a pressão constante. 
À razão = é denominada 4. 
º 


Nora: Teoria cinética dos calores específicos. 


Se tivermos N moléculas, de massa m, de um gás de massa total M = Nm, & 
energia cinética total é dada por 


mv? v2 3 


Se a temperatura aumentar de AT, a energia cinética, aumentará de SN k AT. 


Por outro lado, pela definição de calor específico, a quantidade de calor Mc, AT 
corresponde ao aumento da temperatura A7. Se identificarmos o aumento da quantidade 
de calor com o aumento da energia cinética total, e isto é possível se dV = 0, ou seja, numa 
transformação a volume constante, teremos 


> Nk AT = Me, AT 
Para 1 mol, N = No e Nok = R 


Chamando C, o calor específico ue 1 mol (calor específico molar), decorre que 


CG =5R 


Como R=8,31 joules/mol . ºC, obtém-se, usando o equivalente mecânico do calor 
C, -— 2,98 cal/mol . oG 


Por outro lado, como vimos acima, 


Cp=CG+R 
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e, portanto 5 
Cp = 9 R 
Cp 5 E 
Y c 3 1,66 


As predições acima são bem verificadas experimentalmente para gases mono- 
atômicos. 


VALORES EXPERIMENTAIS DE 











-| 


cal cal 





Para gases com moléculas poliatômicas, a situação é um pouco mais complicada 
devido à existência de graus de liberdade internos que podem contribuir para a energia 
interna. 


2b. Transformações isotérmicas. — (Como a transformação é 
isotérmica, 
PV = const. 
e o diagrama PV é uma hipérbole (fig. 342). 
Pp 





Vi V2 


Fra. 342 


Como T é constante, a encrgia interna não muda, nesta transfor- 
mação; sendo dU = 0, segue-se que 


dQ = dW 
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e a pressão e o volume devem variar de modo que todo o trabalho seja 
convertido em calor. Quando o gás expande de V; à V>, o trabalho rea- 


lizado é 
Ve 
W = f PdV 
Va 
RT 
Como P = 7” 
V Va 
w=/"pav=rTf DO amino: 
V Vi 
V Va 
2c. Transformações adiabáticas (não há troca de calor com o 
exterior). — O sistema é isolado termicamente do exterior, de modo que 
dQ = 0 
Então 
dQ = dU + PdV = 0 
dU = -PdV 
mas 
dU = CAT 
e 
RT 
P = “Vo 
Tem-se, então 
In T ERR E e 
C, 
Como 
R ss C» Sa Cs em e 
= pe 
tem-se 
In (TVT]) = const. 
ou seja 


TVTI = const. 
Se tivermos dois estados Ti, Vi e To», Va 


Ti Vil = To Var! 


Como 
P; Vi = Pa Vs 


7, Ta 
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decorre 
Pi Vi = PaV$ (processo adiabático) 


que difere do processo isotérmico, no qual 
P, Vi = P» V> (processo isotérmico) 


Decorre daí que a curva de um processo adiabático, num gráfico 
P-— V, cai mais rapidamente com o aumento de V que a de um processo 


isotérmico (fig. 343). 
Tom const. 


| | e 
LR 
= cons li; 
a. T= const. 


pers U 





Fita. 343 


PROPRIEDADES DAS TRANSFORMAÇÕES TERMODINÂMICAS 


dU > 0 
dU = 0 
dU <0 
dU = dQ 


Isobárica (P constante) 
Isotérmica (T constante) 
Adiabática (Q constante) 
Isocórica (V constante) 


HR A 













EXPERIÊNCIAS DE LABORATÓRIO: Leis dos gases perfeitos. 





Determinação da razão y 





Co 
C, 
Quando se comprime rápidamente um volume de gás, cle se comporta como uma 
mola e o pistão utilizado na compressão oscila em torno de uma posição de equilíbrio. 


Nora: Teoria da experiência: À medida de y = 
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Pode-se mostrar que a fregiiência dessa oscilação (se for bastante rápida para que & 
compressão e decompressão correspondentes sejam consideradas adiabáticas) determina 


SE 


yo = C. 


Definimos inicialmente a compressibilidade adiabática k como sendo a variação 
relativa de volume por unidade de aumento da pressão. 


Num processo adiabático PV” = const. 


Ví dP +4yVvrl PdV =0 


donde 
SOMA me nada 
dP yVriPp o yP 
Fazendo 
1 
ko = YP 
temos 
dV 
dp Sto 


A experiência é feita, colocando-se o gás num balão que tem uma rolha (fig. 344), 
através da qual passa um tubo de vidro com um orifício interno de área 4; neste tubo, 
coloca-se uma esfera de massa m, onde ela pode deslizar com pouco atrito. 


b y positivo 
y 
sebos 1Y20O 


y negativo 







posição . 
de equilibrio 


Fita, 344 
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Em équilíbrio, a pressão no interior do balão é 


onde Po é a pressão atmosférica. O gás fica, pois, comprimido. Se, agora, comprimirmos 

o gás um pouco mais, empurrando a esfera para baixo e abandonando-a em seguida, ela 

oscilará como se fosse uma mola. O período da oscilação se obtém da forma seguinte: 
Da equação final acima 


ira e A dz 


koV kV 


dV = A dz 
Por outro lado, dF = AdP; F é à força que comprime o gás. 


Substituindo dP pelo seu valor 


A? A? 
= = 0 = qd onde 1 kV 


Esta força atun na esfera de massa m, comunicando-lhe uma aceleração Z. 
mi = —qr 


O período de oscilação é, então, 








mo. mkoV  2r 2x Ao 
T = 27r E: = 27 A? A VmkoV = Ã 


Portanto 


o 4 rºmV 
ET P72 


EXERCÍCIOS 


1. Um quilo de água, quando convertida em vapor, sob pressão atmosférica normal, 
ocupa um volume de 1,67m?. Determinar o trabalho realizado contra a pressão 
atmosférica, para evaporar n água. 


(latm . 1 = 1009) 
Solução: 


V 
W = f “Paim. dV = paim (Va- Vi) = tatm (1,07=0,001) .. 
Vi 


W = 167atm.m? = 1.670 tm .'. W = 167.000J 
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2. Um gás sofre uma transformação que obedece à lei: 
p.V? = 2.000 (sistema MKS (Giorgi)), 


passando do volume V; = Im? até o volume Va = 2m3. Determinar o trabalho 
realizado pelo gás. 


Solução: 


Va " AV LNVas 
W = f pdV = 2.000 f VI = 2.000 (- Ty 
Vi Vi 


= 2.000 (1-5 e | W = 10005 | 


3. Para lkg de ar (gás perfeito) são dados: estado inicial: T; = 300 K; estado final: 
To = 220K; p2 =latm; tipo de transformação: adiabática reversível; massa 
molecular do ar: 28,8g/mol; expoente de Poisson: y=1,4. 


N 


ps ty 


Determinar: 

a) a pressão inicial p1 

b) o trabalho realizado pelo ar 

c) a variação de energia interna (R = 8,31J/mol K) 


Solução: 
a) Transformação adiabática: prl.T-r =C 


p104. 30014 = 104,220144 | pisa | 


b) 
ada o X 8,31 (220 - 300) 
W = -(Ta-Ti) =— Ri ad 
E 


1,4 - 1 


W = 4 57.800J | 
c) AU = Q-W. Como Q = 0 vem: 


AE e si os | AU = — 57.800) | 


4. Considere-se certa quantidade de ar seco, ocupando inicialmente o volume de 0,20! 
sob a pressão de 10atm e a temperatura de 10ºC. Processa-se a sua expansão, até 
que a pressão seja reduzida a latm, admitindo dois tipos de transformação reversível: 
isotérmica e adiabática. 

Calcular para cada tipo de transformação: 


a) o volume e a temperatura finais 
b) o trabalho, a quantidade de calor e à variação de energia interna 


Admitir y = 1,4 
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Solução: 


Transformação isotérmica 


10 X 0,2 E 
ao) p=po .. fa E e SS o. v=2] 


[o =: 109C | 


! 
noch | = 10xX020h o =2In10 = 


= 2X23 = 4,6atm XI ce | W= 460 | 


AU =0=Q-W .-. | 0=W = 4603 | 


bd) W 


[au -0| 


Transformação adiabática 





a) po” = p'v” 10 X 0,2014 = 1 X v'1,4 
ON asd v ai 100,71 
. . (55) nt . . 0,20 — , ces , 


vv = 0,20 X 10,71 = 0,20 x 5 = U 











v' =1 
Temos também 
T' = 146,5K 
*y! — js 
bd) W= Pr - Adr pÃd 


| W = 250J | 


Q=0| 


aU =Q-W.'. | aU = 2508 | 
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5. Para um gás perfeito, monvalômico, são dados: 


estado inicial: p; = 4tm; Vi; = 2; T4 = 400K 
estado final: Vaz = 


Admitir que a expansão é realizada segundo as transformações: 
a) à pressão constante 


b) a temperatura constante 
c) adiabática 


Resposta: 

a) W = 1.200J; Q = 750cal 
b) W = 790J; Q = 189cal 
o) W = 920); Q=0 


6. Deduza a expressão geral para o trabalho realizado por um mol de um gás de Van 
der Waals quando se expande reversivelmente, numa temperatura T', indo de um 
volume v; ao volume va. 








Solução: 
RT a 
(V) 
Então 
v 
W=Rr[ E» -a fo v-2 dv = 
v-b 
vi vi 
FIN: vo -b 
= — Re -— O — —s 
RT |In(v b) los a ( a Er In a + 
pe(lol cew-nrmistro (LD) 
va vi vi—b va vi 


7. Um gás perfeito sofre a transformação linear indicada 


1a figura 345, passando 
do estado «À ao estado B. São dados: 


dra 


pa = 2atm V4a = 1.000cm? T, = 200K 
Pc = PA Vo = Vs Toc = 400K 
PD = PB Vo = Va Tp = 100K 


a) calcular o trabalho e o calor postos em jogo na transformação 
b) se a expansão do gás se fizesse pelas transformações ACB ou ADB quais seriam 
os trabalhos e as quantidades de calor em cada transformação ? 


Dados ainda: 
Us = 10J; 
Uc a 20J; 
Up = dl. 
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Fra. 345 
Solução: 
a) Calculemos as variáveis de estado nos pontos B, C e D: 
Va Ve . — 400 : = E 
Ta == Tc . . Vc == 200 1.000 .*. Voc = 2.000cm 
PA PD É — 100 : a 
mo q es PD = 500 2 .*. pp = latm 
Po - PB. = o 
E T»B 2 400 .*. Ta = 200ºK 


Podemos organizar a tabela 


ESTADO | p(atm) | V(cm?) | T(K) 








Á 2 1 000 200 
B. 1 2 000 200 
C 2 2 000 400 
D 1 1 000 100 





O trabalho realizado pelo gás na transformação linear AB é dado pela área 
ABII I, isto é 


2 1 
Was = 5 


| Was = 150) | 


À variação de energia interna é nula, pois T4 = Ta. Então 


Que - Wap = 0 .*. | Que = Wap = 150J | 


b) Calculemos os trabalhos pelas áreas: 


Wac = 2(2.000- 1.000) X 103 = 2atm .*. | Wac = 200) | 





(2.000 — 1.000) x 1073 
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| Wap = 0 | 
Won = 1(2.000- 1.000) X 10-3 = latm .-. | Wpa = 100 | 


As quantidades de calor serão calculadas através do 1.º princípio: 


Q-Wa=aU 
Qiuc = 200 + 10 NR | Quc = 2105 | 
Qc» = 0 + (10-20) .*. | Qes = -10J | 
Quo = 0 +(5-10) "| Quo = 53 | 
Qp» = Wop +(10-5) .". | Qps = 105] | 
8. Um mol de um gás ideal para o qual Cp = a percorre, de mudo reversível, 


2 
o ciclo indicado ABC na fig. 346. As variáveis de estado conhecidas estão indicadas 
na tabela a seguir: 


EstTADO | p(10SN/m?) | V(mº) T(K ) 


rea ro 





Fia. 346 
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Pede-se: 


a) completar a tabela acima | 
b) calcular Q, W e AU para as transformações AB e CA. 


R = 8,32J/jmol K = 0,082 atm/mol K 


Respostas: 
a) Va = 6mº; Ta = 400K 
Voc = 6mº; To = 200K 


b) Was = 9 X 108); Qua 54 X 108]; AU4B 45 X 105J 
Wca = -6 X 105); Qca = -21 X 108]; AUça = -15 X 108] 


v 


O SEGUNDO PRINCÍPIO DA TERMODINÂMICA 





Vimos, acima, que o primeiro princípio da Termodinâmica assegura a 
transformação integral do trabalho em calor. De acordo com a inter- 
pretação cinética deste princípio, o trabalho mecânico (na queda de um 
corpo por exemplo) se transforma em energia cinética de translação das 
moléculas, isto é, em energia mecânica no nível microscópico; mais ainda, 
este movimento é desordenado (moléculas se movendo em todas as dire- 
ções) e, neste sentido, o primeiro princípio da Termodinâmica estabelece 
uma das leis de transformação da energia mecânica “ordenada” (por exem- 
plo, o movimento coerente de todas as moléculas de um corpo que cai) em 
energia mecânica “desordenada” das moléculas que constituem um corpo. 

Do ponto de vista da interpretação cinética, o primeiro princípio da 
Termodinâmica não é senão o princípio da conservação da energia mecá- 
nica sob outra forme. 


Vejamos, agora, o problema inverso, isto é, o da transformação de 
calor em trabalho ou, em outras palavras, quais as leis que regem a trans- 
formação de energia mecânica “desordenada” (calor) em energia mecâ- 
nica “ordenada”. 


Comecemos com uma analogia bem conhecida, o princípio dos vasos 
comunicantes em hidrostática (fig. 347). 





Fira. 347 


Façamos a seguinte associação: 


quantidade de líquido — quantidade de calor 
altura do líquido — temperatura 
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Sabemos perfeitamente bem o que ocorre em hidrostática: não é a 
quantidade total de líquido que determina o nível, mas a pressão no fundo 
dos vasos comunicantes, isto é, a altura do líquido. O que acontece com 
o calor é muito parecido: quando dois corpos são postos em contato, não 
é a sua quantidade total de calor que determina a direção em que as trocas 
de calor se realizam, elas ocorrem sempre do corpo de temperatura mais 
elevada para o de temperatura menos elevada, mesmo que a quantidade 
total de calor deste último seja pequena. É isto mesmo que se espera do 
ponto de vista cinético: a temperatura é uma medida da energia cinética 
média de translação e só há mudanças de temperatura, isto é, trocas de 
calor entre os dois corpos postos em contato, enquanto estas energias 
forem diferentes. Não se observa nunca a diminuição espontânea da 
temperatura de um corpo isolado com a consequente transformação da 
energia disponível em trabalho. 


Vamos estudar, agora, esta questão de modo quantitativo e tentar 
verificar qual a quantidade de trabalho que se pode extrair de corpos 
aquecidos. Vamos chegar ao resultado de que é impossível transformar 
integralmente calor em trabalho; veremos, ainda, que esta impossibili- 
dade implica o estabelecimento de uma direção em que ocorrem os fenô- 
menos da natureza, o que representa uma distinção muito nítida com a 
Mecânica, onde a reversibilidade dos fenômenos é completa. 


1. O ciclo de Carnot 


As considerações fundamentais necessárias para esclarecer questões 
propostas acima foram feitas por Carnot em 1824 em sua memória inti- 
tulada Reflexões sobre a potência motriz do fogo. 

Carnot observou inicialmente que numa locomotiva a vapor se 
sucedem as seguintes operações: 


a) uma fornalha aquece água e produz vapor de água à uma tempe- 
ratura elevada (fonte quente); 

b) este vapor se expande, empurrando o pistão de um cilindro que 
faz com que as rodas do trem girem; 

c) finalmente, o vapor de água, após ter realizado o trabalho acima, 
entra em contato com um condensador de água (fonte fria) que 
o liguefaz completamente, deixando o cilindro livre para uma 
nova operação. 


Nesta última operação, a fonte fria se aquece um pouco. 
Chamemos: 


Qi — a quantidade de calor absorvida pela água ao se transformar em vapor; 
Q> — a quantidade de calor cedida pelo vapor à fonte fria; 
W — a quantidade total de trabalho feito pelo pistão. 
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Podemos definir como eficiência térmica do sistema a razão seguinte: 
Trabalho realizado 
Quantidade de calor absorvido 


2 W 
"q 





Eficiência térmica = 





Como o primeiro princípio da Termodinâmica é válido e a variação da 
energia interna é zero (dU = 0), pois num ciclo o gás volta sempre ao 
seu estado final, 





Q: —-Q:=V 

então = Q1-0» 
Q1 

- 1-0 Le 

DE a 


Vê-se, portanto, que a eficiência só será unitária (100% de eficiência) 
se Q> for zero, isto é, se a quantidade de calor cedida à fonte fria for ine- 
xistente. 

Se isso fosse possível, então a conversão de calor em trabalho seria 
completa. 

Vamos tentar imaginár alguns sistemas para obter uma idéia do 
valor de mn. 


la. Expansão isotérmica de um gás ideal. — Se a expansão é 
isotérmica, dU = 0; dW = dQ, isto é, a quantidade de calor produzida 
é igual à quantidade de calor absorvida pelo sistema, portanto q = 1. 

Este processo não é, porém, praticável, porque o gás só expande 
até que a pressão no interior do cilindro seja igual à pressão atmos- 
férica exterior, instante em que o processo pára, não podendo, pois, prosse- 
guir indefinidamente. 


lb. Ciclo de Carnot. — O que se necessita realmente é um tipo de 
sistema que realiza um ciclo, isto é, que volte ao seu estado inicial após 
uma série de operações nas quais é realizado trabalho (caso da locomotiva 
movida a vapor). 

O melhor exemplo de um tal ciclo é um ciclo de Carnot. Consideremos 
um volume de gás ideal num cilindro com um pistão e analisemos o seu 
comportamento num gráfico do tipo P-V (fig. 348). 

a) Partimos do ponto 1 (pressão P,, volume Vi, temperatura 7); 
se n gás expandir, a sua temperatura cal; para evitar Isso, vamos 
pô-lo em contato com uma fonte quente (temperatura T';), de 
modo que ele permaneça na temperatura 7: 


PV = &kT 
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Durante cesta expansão iso- 
térmica, sua pressão cai e ele 
acaba atingido o ponto 2. Du- 
rante esta expansão, uma quan- 
tidade de calor Q, é absorvida na 
fonte quente. 


b) Neste ponto, a fonte quen- 
te é retirada e a expansão 
continua sem a introdução 
de mais calor: a tempera- 
tura cai rapidamente a um 
valor To» (expansão adia- 
bática) e o gás atinge O 
ponto 83. 

c) A partir do ponto 3, co- 
meçamos a comprimir o 
gás; para impedir que ele 

Ra se aqueça durante a com- 

pressão, nós o pomos em 

contato com uma fonte de temperatura T> que retira dele uma 

quantidade Q> de calor. A compressão continua até o ponto 
4, que é escolhido de acordo com o item seguinte. 

d) Na posição 4, a fonte To é retirada e a compressão aquece o gás 
até que ele volte à temperatura inicial Th. 








O gás voltou, pois, à situação inicial e a sua energia interna é, assim, 
a mesma 
dU = 0 


O ciclo de Carnot é formado, pois, por duas transformações isotér- 
micas e duas transformações adiabáticas. 


Nas transformações isotérmicas temos 
Expansão: 


w=/" pav=-rrVO MV -prT 
Q: = W; -f dV = o E A 1 In V 
V, V, 


|S 
W 


Compressão: 


Q» = W> = RT2 ln Ed 
2. = Wz = hf> Va 


Nas transformações adiabáticas temos 


Expansão: 





1. o. Var 2h 
pibgoe dac ia s (57) Ts 
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Compressão: 
Es Var T 
nvyp=nyDo (SS 
Portanto 
Va Vo o Vain Vo 
Vo Vi Vi Va 
Então 
Va Vs 
T; In — o 
A 7 
Q2 Vs Ta V3 To 
To.» In Va In Va 
e 
Q: » Th 
Q2 To 


Mas à eficiência do ciclo é 








me: a Qr= 0 = 
a pois W=Q/-Qs 
Então 
n = 7 ne T, 


A eficiência é sempre inferior a 1, a menos que T, = 0, isto é, à 
fonte fria esteja na temperatura do zero absoluto. 

O trabalho realizado no ciclo de Carnot é dado pela área da figura 348 
compreendida entre as duas isotermas e as duas curvas adiabáticas do 
ciclo. A mesma quantidade de trabalho seria envolvida se começássemos 
o ciclo no ponto 3; trabalho seria lançado no sistema, calor seria retirado 
do reservatório frio e lançado no reservatório quente ( 54535 
2> ). 
Isto é o que se chama um refrigerador de Carnot. 


Obtivemos, assim, uma expressão quantitativa da eficiência do ciclo 
de Carnot. Se houvesse um ciclo mais eficiente que o considerado, nosso 
cálculo não teria mais valor; pode-se, porém, estabelecer o teorema 
seguinte: 


lc. Teorema de Carnot. — Nenhum ciclo operando entre duas 
fontes de temperaturas T, e To, pode ser mais eficiente que um ciclo de 
Carnot operando entre as duas fontes. 


Suponhamos que seja possível construir uma “supermáquina” que 


tenha uma eficiência mn, maior que a eficiência mn. do ciclo de Carnot 
(fig. 349). 
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T, 





To ==] 
Fra. 349 


Liguemos, então, as duas máquinas de maneira tal que a super- 
máquina retire calor de T, e produza um trabalho W e que o ciclo de 
Carnot opere como um refrigerador, retirando calor de T> e lançando-o 
em 7, sob à ação do trabalho W produzido pela supermáquina (T, > T)). 


Supermáquina Ciclo de Carnot 
Absorve Qj de Ti Cede Qua Ti 
Produz trabalho W Absorve trabalho W 
Cede Q)-W a T> Retira Q: - Wde To 
Fficiência: ne = = Eficiência: ne = a 
Q, Q: 
Sc 
Ns > Ne 
ww 
Q, 0: 
Qu > 04 
então 


AQ =(0-W-(G-W=Q-0,>0 


O conjunto do ciclo de Carnot e da supermáquina fazem com que a 
quantidade total de calor lançada na fonte quente seja AQ > 0; à fonte 
de temperatura T'»> (fonte fria) perderia o calor A Q, que seria transferido 
para a fonte quente. Ora, a experiência mostra que a transferência de 
calor de uma fonte fria para uma fonte quente simplesmente não ocorre 
espontaneamente. Se ocorresse, poder-se-ia retirar o calor dos mares, 
da Terra ou da atmosfera para produzir trabalho. 
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Portanto 


isto é, todos os ciclos têm a mesma eficiência que o de Carnot. 


A impossibilidade de construir um moto-contínuo do tipo acima (moto- 
contínuo de segunda espécie) constitui o segundo princípio da Termo- 
dinânuica. 

Por outro lado, como não existem fontes frias na temperatura do 
zero absoluto, conclui-se que a transformação de calor em trabalho não 
se pode fazer com 100% de cficiência. 


Enunciado do segundo princípio da Termodinâmica: 


“E impossível construir uma máquina que, operando num ciclo, 
retire calor de uma Jonte quente e o transforme integralmente numa 
quantidade equivalente de trabalho” (Enunciado de Ielvin-Planck). 


2. A escala termodinâmica de temperaturas 


A temperatura absoluta foi definida no capítulo I, utilizando as 
propriedades dos gases ideais. É evidente à interesse em ter uma escala 
de temperaturas que seja independente da substância empregada no 
“termômetro”. Uma máquina de Carnot operando entre os dois reser- 
vatórios de calor constitui um tal termômetro devido ao fato de ter uma 
eficiência que é a mesma para todas as substâncias. 

À razão das temperaturas de duas fontes de calor é definida pela 
razão das quantidades de calor transferidas das duas fontes Q, e Q> du- 
rante o ciclo de Carnot. 


E 
Qa Ta 





O zero desta escala termodinâmica é definido como aquela tempera- 
tura em que a eficiência do ciclo de Carnot é à unidade, isto é, quando Q» 
é zero. Atribuindo o valor de 273,16ºK à temperatura de congelamento 
da água, a nova escala fica inteiramente definida. 


Comparando esta escala com a que se obteria usando um gás ideal, 
verifica-se que 


uma vez que, para um ciclo de Carnot de um gás 
Q: T 


Q3 Ta 
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isto é, a escala termodinâmica dá para gases ideais os mesmos valores 
que a escala absoluta de temperaturas. 


Na medida em que um ciclo de Carnot pode ser realizado, a escala ter- 
modinâmica é uma escala superior às demais por ser um princípio inde- 
pendente da substância utilizada. 


3. Entropia. Teorema de Clausius 


Consideremos uma transformação qualquer de um gás de um ponto 4 

a um ponto D, na qual a temperatura não permaneça constante (fig. 350). 
p 

NV ADIABATICA 


ISOTERMA 
À 





ADIABATICA 
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Tracemos, agora, por 4 e D, duas adiabáticas e escolhamos uma isoterma 
tal que a área situada abaixo da curva AD-seja igual à área abaixo da 
curva ABCD. 


Wap = WasBcoD, 


Mas, pelo primeiro princípio 


QAD e Up - Usa + Wap 
QaBco = Up- UA + WascD 


Por conseguinte 
QuD = QuBcD 


Como não há transferência de calor nos trechos adiabáticos AB e CD 


QuD = QBc 
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isto é, o caminho AD pode ser substituído por um caminho em gsigue- 
zague, constituído de adiabáticas e isotermas, tal que todas as trocas de 
calor ocorrem apenas nas isotermas. 

Considerando, agora, um ciclo reversível fechado R, podemos dividi-lo 
em fitas constituídas de adiabáticas e isotermas, de modo que todo o 
ciclo fique substituído por um ziguezague (fig. 351). 





Fio. 351 


Consideremos uma dessas fitas ABCD, que é um ciclo de Carnot por 
ser limitada por duas isotermas e duas adiabáticas; então 











O Q2 
RU Ts (3) 
ou seja 
Q1 Q2 
7 dE T> 9 
Da mesma forma 
O O 
T's Tao o 


ou, somando todas as expressões deste tipo 








Q1 Q. Qro 
T, + T> ear SF Ta = 0 
O 
a 





(*) Vamos convencionar que o calor absorvido é positivo e o cedido é negativo. 
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LINHAS ADIABATICAS 





Fia. 352 


Se dividirmos o ciclo original em fitas infinitesimais (fig. 352), 
tais que em cada uma delas a troca de calor passe a ser escrita como dQ, 
então a expressão acima generaliza-se como 


ao 


Rs 


dQ 


Para um ciclo reversível R qualquer, a integral da função = ao longo 
e s T 
do ciclo é zero (Teorema de Clausius) 


dQ 
[5 = 
R 


e º º º “o d 2. 
Foi Clausius quem introduziu um nome para a função a na Física: 
entropia (55). 


Escreve-se, então dQ 
dS = “PT 


Se considerarmos dois pontos 4 e B, ao longo de um ciclo (fig. 353) 


R, A 
A B 
q-lT-f%> 
R, B A 


Como, quaisquer que sejam os caminhos escolhidos para ir de 4 à B, 
temos sempre 
fas=o 
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é evidente que p 


fe -pa 


pode ser escrito como a diferença 
dos valores da função S nos dois 
pontos 4 e B 


S é, então, uma grandeza muito Ea ad DE na SO o aa 
parecida com o conteúdo energético + 
de um corpo (que pode ser conside- Fra. 352 
rado em parte calorífico e em parte 
mecânico); ela pode ser denominada conteúdo transformativo (ou 
capacidade de realizar trabalho). O próprio nome entropia foi escolhido 
de modo & lembrar o de energia. 


A primeira lei da Termodinâmica assegura a conservação do conteúdo 
energético, ao passo que a segunda lei se refere ao conteúdo transfor- 
mativo (S) dos corpos. 


O fato de existir uma função S que é uma função do ponto ou, em 
outras palavras, o fato de e = dS ser uma diferencial exata, constitui, 
pois, uma formulação matemática da segunda lei da Termodinâmica. 

Uma investigação mais detalhada do comportamento de entropia 
pode, pois, lançar muita luz sobre a verdadeira natureza do segundo 


princípio. 


4. Ciclos reversíveis e irreversíveis 


Consideramos até agora apenas transformações e ciclos reversíveis(*); 
estes processos constituem uma idealização do que ocorre na natureza. 
Para ser reversível, um processo 


a) deve ser quase-estático; 
b) não deve ser acompanhado de efeitos dissipativos. 
Um processo para ser quase-estático levaria um tempo infinito para 


se realizar porque é necessário aguardar o estabelecimento de equilíbrio 
térmico após cada variação elementar do estado do sistema. 
A ausência de efeitos dissipativos (fricção principalmente) constitui 
uma impossibilidade prática: a experiência mostra que atritos podem ser 
(*) Ciclo reversível é aquele em que o sistema envolvido e o resto do universo (onde por universo se 


entende os demais corpos envolvidos no processo) são restabclecidos às suas condições iniciais, após a con- 
clusão do ciclo. 


404 Física geral e experimental 


diminuídos mas não eliminados completamente. Se isto fosse possível, 
seria possível manter uma máquina operando continuamente sem violai 
as leis da Termodinâmica (fig. 354). Este tipo de movimento que con- 
servaria a energia (primeira lei) e que seria reversível constituiria um moto 
contínuo de terceira espécie. 

Em (a) o gás expandiria erguendo assim o peso; em (b) o peso passaria 
a cair, fazendo com que o pistão comprima o gás; em (c) o gás expandiria, 
recomeçando o ciclo. 





b 
Fita. 354 


Uma enumeração de processos que ocorrem na natureza mostra 
imediatamente que todos são irreversíveis; discutiremos sumariamente 
exemplos em que ocorre irreversibilidade mecânica externa, interna, quí- 
mica e térmica. 


I) Irreversibilidade mecânica externa 


a) Agitação mecânica de um líquido provocando seu aquecimento. 
b) Deformação inelástica de um corpo provocando seu aquecimento. 
c) Aquecimento de uma resistência por meio de uma corrente elétrica. 


Para que o processo b fosse reversível, por exemplo, seria preciso 
transíormar completamente o calor produzido em trabalho, o que reco- 
locaria o corpo no seu estado inicial (antes da deformação); como isto 
viola o segundo princípio, o processo é irreversível. 


II) Irreversibilidade mecânica interna 
a) Expansão de um gás no vácuo. 
b) Expansão de um gás através de uma parede porosa. 
c) Colapso de uma bolha de sabão. 
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II) Irreversibilidade química 
a) Difusão de dois gases ideais inertes. 
b) Mistura de líquidos. 
c) Solução de sólidos num líguido. 


IV) Irreversibilidade térmica 


Condução de calor de uma fonte quente a um reservatório mais 
frio. 

Apenas como exemplo, vamos calcular a variação de entropia em 
alguns dos processos acima. 


Expansão de um gás no vácuo (processo II-a). 


Vamos supor que a expansão (que é irreversível(*) seja substituída 
por uma expansão isotérmica (reversível) que leva o gás do volume inicial 
V;, temperatura T, a um volume final V, e temperatura T (a tempera- 
tura não varia nesse processo) 


V 
S,— Si -f es . 


Vi 
dQ = PdV para o processo isotérmico 
Então 
dQ dV 
“7 =nR Vo > 0 


V 
S,-S;=nR In > 
Difusão de dois gases inertes (processo III-a) 


Imaginando a difusão de dois gases inertes como equivalente à ex- 
pansão livre de cada um deles (duas expansões no vácuo), podemos dizer: 


Se 
Vo=V 
então 
V,=2V 
Segue-se 
S-S;i=nRhn? 


que é um número positivo. 


(*) Para se convencer de que a expansão de um gás no vácuo é irreversível, basta pensar que a tein- 
peratura não muda na expansão; para voltar a comprimir o gás é, porém, necessário realizar trabalho e & 
temperatura vai subir; retirar este calor e transformá-lo todqg no trabalho necessário para a compressão, é 
impossível. Jogo. o process é irreversível. 
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Condução de calor (processo IV) 


Tomemos umuy fonte a uma temperatura T, e outra à temperatura 7». 


Sendo 
T, > To 


se transportarmos Q unidades de calor da mais quente para a mais fria, 
podemos escrever: 


Para a fonte quente 


o Q 
Sp — 84 ig o T, 
Para a fonte fria 
2.“ 
Sp- 8, = T, 


A variação de entropia de todo o sistema (fonte fria e fonte quente) é 
Q Q 1 
- 77) > 0 


S,- S; (sistema) m —— -— 7, - Q ( 
Portanto, a entropia também aumenta neste processo. 





1 
To T T, 


Como generalização dos exemplos discutidos acima, podemos dizer 
que a variação de entropia de qualquer sistema existente na natureza 
é sempre maior do que zero. Portanto, para qualquer sistema (real ou 
ideal) 

AS 20 


Este é o Princípio da Entropia, que é uma decorrência do segundo 
princípio da Termodinâmica. 


d À interpretação estatística do segundo princípio 
da Termodinâmica 


Consideremos um volume V de um gás perfeito, dividido em M 
regiões de igual volume; vamos numerar estas regiões por 1, 2, ..., 
1, .., M, e seja N, o número de moléculas de gás no volume M, 


N => M 


Se as regiões forem muito pequenas, N, será 0, 1, 2 ou um número 
muito pequeno e variará erraticamente com o movimento das moléculas; 
se, porém, M (número de regiões) << N (número total de moléculas), haverá 
muitas moléculas em cada região e N, não variará de maneira brusca. 
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Denomina-se distribuição possível de moléculas o conjunto dos 
valores dos números N,. 


Por exemplo, consideremos apenas duus regiões, 1 = 2, dividindo 
o volume de gás em duas partes iguais a e b. Uma distribuição possível é, 


então, (5--") moléculas em a e (5 + n) moléculas em b. 


Há muitas formas de obter esta distribuição. Pode-se, por exemplo, 
calcular a probabilidade w(n) de encontrar as moléculas distribuídas 
desta forma: a probabilidade de encontrar molécula em a é 1/2, inde- 
pendentemente da posição das demais moléculas; portanto, se tivermos 
N moléculas, a probabilidade de termos metade (bem especificada) 


delas em qa e metade em b será (5) Mas não é possível marcar as 
moléculas e devemos satisfazer-nos em saber que existem - +n) 
moléculas em a e as 2") restantes em b; este é um pa de 
análise combinatória, cuja solução é 


N! 
(5 +)! (5-0)! 


Portanto 
9-N Nº 
fp RU e 
(+)! (Gn)! 
Como se vê, w, é máximo para n = 0 
2-N NM! 


o º º o o º 2 N “ 

isto é, a distribuição mais provável é aquela em que or moléculas estão 
N 

em a e - em b. 

O que nos vai interessar realmente, porém, é o seguinte problema: 
há muitos estados do sistema de N moléculas que correspondem a uma 
dada distribuição; este número será chamado de 92. Tomemos N molé- 
culas e, para decidir se a primeira vai para a ou b, jogamos cara-ou-coroa 
com uma moeda; se for cara, irá para a; se for coroa, para b. Se lan- 
carmos N moedas ao mesmo tempo, o número de possibilidades de obter 


(5 +») em q e (5 -n) em b será 


faia eo e 
(+) (or) 
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Portanto, o número de possibilidades (número de estados que corres- 
pondem à distribuição mais provável) é 


hn Q = 2Nn2-S lar N 


Q2 


Daqui, se tem 


onde usamos a fórmula de Stirling 


Ni = NN el (24 N)2 


Como exemplo, damos abaixo valores de In 92 que correspondem a 
diversos sistemas de N moléculas. 


In 92 


1,3576 X 102 
1,3822 X 103 
1,3858 X 104 
1,3868 X 108 





Quanto maior o número de moléculas, maior o número de possibi- 
lidades de obter a distribuição mais provável. 


Pode-se ver claramente, na definição de Q, que a remoção de qual- 
quer inibição de um gás (como uma parede, por exemplo) aumenta o 
número possível de estados e, portanto, In Q aumenta também. 


— A imterpretação estatística que se faz do segundo princípio da Termo- 
dinâmica consiste em identificar a entropia com a quantidade k In 9; 
onde k é a constante de Boltzmann 


S = klInQ 


Esta identificação é razoável em face das considerações que fizemos e 
dá uma explicação simples para o princípio do aumento da entropia: a 
aumento de entropia do universo corresponde à diminuição do número de ini- 
bições (ou seja, o aumento da desordem). 

Vemos, então, que a segunda lei da Termodinâmica implica, contraria+ 
mente ao que acontece na Mecânica, a existência de um sentido em que cs 
fenômenos ocorrem na natureza; esta parece ser a origem do “sentido do 
tempo: com o qual estamos tão habituados. Os acontecimentos ocorrem 
para o futuro e não para o passado porque é no futuro que se encontram 
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os estados com maior entropia. O fato de que o nosso Universo se está ex- 
pandindo (e não contraindo), está ligado ao aumento de entropia no Uni- 
verso. Com essa expansão, novas inibições são removidas e maior se 
torna S. É possível conceber uma situação no Universo em que o inverso 
ocorra e em que se teria a impressão de que o tempo “corre” para “trás”. 


EXERCÍCIOS 


1. Qual é a probabilidade de um pêndulo absorver calor do ar e se pôr em movimento 
(sem mudança de temperatura do ar)? 


Estado inicial: temperatura do ar, T; energia mecânica do pêndulo, zero. 
Estado final: temperatura do ar, T; energia mecânica do pêndulo, E. 








=E = j dQ 
S, = k In Q; 
Ss, = k ln Mp 
ímero de estados finai o dd 
probabilidade = Au Inero e esta ne E — Pr E 
número de estados Inicials 44 
S; d dG E 
Sp — Si -[' = [> o E 
1 1 1 
0, 8; E 
a ecERT, E = mgh. Seh =lemm=lgeT=300K 
if 
ó — 1.981 
L =e 104 = gI0u 
LM, 


isto é, a probabilidade de um pêndulo absorver o calor do ar e pôr-se em movimento 
(o que violaria a segunda lei da Termodinâmica) é desprezível. Na interpretação 
estatística desta lei, o fenômeno que consideramos não é impossível, mas simples- 
mente improvável. 


2. Uma máquina de Carnot opera como motor entre as temperaturas 1.000 K e 600 K. 
Determinar a quantidade de calor recebida: da fonte quente e cedida à fonte fria, 
por ciclo, sabendo-se que o trabalho realizado pela máquina é 2.000J/ciclo. Calcular 
o rendimento do ciclo. 


7. 00 | 
1.º equação: E = Tr = HOT Bs Q> = 0,6 Q1 | (1) 
“º“ equação: OQ) —-Q» = W .'. | Q: — Q> = 2.000 | (2) 


Resolvendo o sistema vem: Q,-0,6 Q, = 2.000 


2.000 
Qi, = 0,4 ar O 


Solução: 








5.000 J | 


3.000 J | 


[o 





410 Física geral e experimental 


Ts» 600 É : 
PS e Togo 


3. São dados dois motores de Carnot acoplados. O motor (1) opera entre as fontes 
T,=1.200K e T>=900 K; o motor (2), entre as fontes 72=900K e T;=600K. 
Sabendo-se que a fonte T, fornece 1.600) de calor ao sistema, calcular: 


Rendimento: 


a) o rendimento térmico de cada motor e o do sistema 
b) o trabalho que cada motor realiza 











Solução: 
E RE RE NS = 950 | 
a) ni = 1 ps = 1 1.200 ... | ni = 20% 
E Ta 800 | = 990 
n2 =1 T; = 1-0 n2 = 33% 
E To 600 [1 = 50% | E 
n=l To & l L200 n = 50% 
b) Temos 
Q To 900 3 . E E 
o Cm Co - & + +44 UG) 
e também: 
Q3 600 2... 2 
Q2 900 3": Os = 7 Us 
Como 
Q: = 1.600J vem: Q> = 0,75 X 1.600 = 1.200J 
Os E = 1.200 = 8003 
Então: 
W: = Qi -— Q:» = 1.600 - 1.200 .*. | W, = 400J | 
e W2 = Q2 - Q3 = 1.200 - 800 .*. | Wo = 400J | 


4. Uma máquina térmica ideal opera em ciclos de Carnot entre as temperaturas 
T = 400K e T, = 300K. 


ID) Operando a máquina como motor, retira da fonte quente, em cada ciclo, 1.500 
cal. Determinar: 


a) à quantidade de calor cedida à fonte fria 


b) o rendimento termodinâmico do ciclo (a = 2) 


Q1 


II) Operando como refrigerador, a máquina retira da fonte fria, em cada ciclo, a 
quantidade de calor de 1.500 cal, Determinar: 
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c) a quantidade de calor cedida à fonte quente 
d) o índice de eficiência do refrigerador (1 - Ma ) 





W 
Respostas: 
a) 1.125cal c) 2.000cal 
b) 25% d) 3 


5. Dois gases diferentes (1) e (2), supostos perfeitos, ocupam recipientes distintos e es- 
tão em condições normais de temperatura e pressão. Estabelece-se a comunicação 
entre ambos. Suposta constante a temperatura do sistema, calcular o seu aumento 
de entropia. 
Dados: n, = 1 mal 

n2 = 3 moles 

R = 8,31J/mol K 
Solução: 


Para o:gãe DA antes: p, 7; Pa 


depois: P;, T, Vi + Vz 
onde P, é a pressão parcial do gás (1) na mistura. O aumento de entropia do gás 
(1) é dado pela equação (transformação isotérmica) 
AS: = na Rin Dita 

Vi 
Analogamente, para o gás (2) 

Va 
Mas 

niRT + naRT 

Vi+V2a 2..?P p ni + nz 

Via niRT n1 


Pp 








Então 
AS = AS; + AS; = R na ln PL ma dei 


| AS = 18,7J/K | 


6. São dados dois gases perfeitos biatômicos nas seguintes condições: 

pi = 0,40 p Vi T;,=1,27T ni = 2 moles 

pa = 0,70 p Va Ta = 187T na = 3 moles 
A mistura dos dois gases se apresenta nas condições p, V, T. Calcular o aumento 
de entropia. 


Resposta: 27,15cal/ K 
7. Mistura-se lg de água a 30ºC com 2g de água a 0ºC. O calor específico da água é 


suposto igual a lcal/gC em qualquer temperatura. Determinar o aumento de 
entropia do sistema. 


Resposta: 0,003.7cal/ K 


n1 + na) 
na 


Apêndices 


I 


NOÇÕES DE ANÁLISE VETORIAL 





Função vetorial de ponto — Consideremos uma função vetorial depen- 
dente de três parâmetros a, 8, y. Consideremos, agora, o caso em que 
estes parâmetros coincidem com as coordenadas dos pontos de uma região 
k do espaço real; neste caso, então, esta função é chamada Junção do 
ponto. 


ExEMPLOS: 


Função escalar de ponto: a temperatura de um corpo depende do ponto em que 
é efetuada a medida (só no caso de equilíbrio é que a temperatura é a mesma sobre todos 
os pontos e T = T(z,y, 2) representa uma função escalar do ponto). 


Função vetorial do ponto: a velocidade de ym fluido em movimento depende do 


+ 0 

ponto considerado no fluido e v = v (x, y, 2). Uma função v como a definida acima e 
que está definida para os pontos de uma região R constitui um campo vetorial. Será um 
campo escalar se a função definida na região for uma função escalar. 


GRADIENTE, DIVERGENTE, LAPLACIANO E ROTACIONAL 


(operadores diferenciais) 


I. Gradiente 


Seja V (p) uma função escalar do ponto definida e derivável no 


campo R. Dado um deslocamento infinitésimo d V a P, a ele corresponde 
uma variação dV de V, dada pela aproximação de primeira ordem do 
teorema de Taylor. 


9V 9V 9V 


mp = =, = 
Se OP =zi+yj+zk, 
temos 
- —» = = = 
dl = dP = dei + dyj + dek 
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porque O é fixo e, então, (1) pode ser escrito como o produto escalar de 





AR q VS 
d com um vetor u (P) cujas componentes são SE OU O a ) 
-, oV = 9V + oV * 
e aa fé 
portanto 
mb id 
dV = u(P).dl (3) 


Dizemos que u (P) é função vetorial de ponto obtida aplicando-se 
à função escalar V (P), no ponto P, o operador gradiente e se escreve 


u = grad V (lê-se: gradiente de V) (4) 
e dV=gradV(P.dl 


O operador gradiente é um operador diferencial vetorial cuja forma 
em coordenadas cartesianas é 








o o o > 
E e UT Co (5) 
map 
e pode ser denominado, também, operador “nabla” e escrito V. Então, 
mp 
grad V=vyVegselê““nabla V”. 


Este cperador diferencial aplicado a uma função escalar V à trans- 


grad = 


=) 
forma em uma função vetorial u. 
=, 
Analisando (3), vemos que para um dado deslocamento | d I| a varia- 


= , 
ção em V será máxima quando o ângulo entre grad Vedlfor nulo. yV 
é, portarto, um vetor que possui a direção em que a função V (P) varia 
mais intensamente. 


Consideremos, agora, as superfícies V (x, y, 2) = const. Estas podem, 
por exemplo, representar as superfícies cquipotenciais de um campo 
elétrico ou mesmc gravitacional. 


= 
n 


Seja 4 um ponto sobre a su- 

perfície V (x, y, 2) = Vo. Deslo- 
— = 

quemos 4 de dli (|dli| = ACº 
> 

segundo a direção n'. Após O 

deslocamento, 4 estará em B”, que 


Vo+dV2 pertence à superfície eqiipotencial 
Vo + dVi, onde dV, é dado por 


dV; = grad V. dh (fig. 1). 


Tomando-se um deslocamento 






Vo 


Vo + d Vi 


E" 
Fra. 1 dl de mesmo módulo, mas segundo 
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a normal à superfície V (x, y, 2) = Vo em 4, atingiríamos o ponto O sobre 
a superfície Vo + dV2 onde 


dVa = grad V.dl (4a) 
O valor de V (x, y, 2) é o mesmo, quer em B, quer em B” e igual à 
Vo + dVi. Vemos, portanto, que Vo + dV2 = Vo + dV:, concluindo-se 


que dV> = dVi, onde dVa é à variação de V (x, y, 2) quando o desloca- 
mento é feito segundo a normal. 


Pela definição de produto escalar e analisando (4a) vemos que a 
direção de grad V é a da normal à superfície eqiipotencial V (x, y, 2) = 
= const. 


I. 1 — Propriedades 
| — Se dV = 0, segue-se que grad V = 0 
2 — O gradiente é um operador linear 
a) Se V'=mV vV' = my V se m = const. 


De fato, usando a forma cartesiana para o operador e sendo 


Õ ô 
0. mV =m Ea V 
a propriedade é obtida diretamente. 
mio - ento 
b) SeV=Vi+V.> então VV=vVi+tvV. 


Isto decorre da expressão cartesiana. 


I. 2 — Integrais curvilíneas 


=) 
À integral curvilínea de um vetor v ao longo de uma curva T' que 
une os pontos 4 e B do espaço, é definida como sendo o limite, para 


o ad 
dl infinitósimos, da soma dos produtos escalares » «dl ao longo da curva 
Ir (fig. 2) 
-p = 
fo.ai (6) 
r 
O valor desta integral depende, em geral, da curva considerada. 


Se, em particular, a curva é fechada, por exemplo, indo de 4 para B 
pela curva T e de B para 4 por IT”, teremos 


Pv.dl 


=) 
que é à integral curvilínea de v ao longo de uma 
curva fechada, chamada também: circuitação 


=) 
de v no contorno T + T”. Fio. 2 
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=, 
No caso particular de v ser igual ao gradiente de uma função escalar 
j (P), teremos 


fígrsa j (P) ai (7) 
r - 
mas como grad j.dl = df 
B 
segue-se fa-sm-ss 
4 


e, neste caso, a integral (6) não depende da curva T' que une os pontos 
4 e Be sim somente dos pontos 4 e B (ou seja, a integral independe 
da trajetória). 


Por outro lado, vê-se facilmente que: 
A B 
Pad 
B 4 
e, consequentemente 


=> 
$ grad j.di=0 (8) 
=) 
Em resumo, se o campo vetorial v (P) puder ser representado como 
gradiente de uma função escalar de ponto j(P), então a circuitação 
=) 
de v (P) é nula. 


-, -+ 
ExempLo: O trabalho realizado por uma força F (P), ao deslocar de d I seu ponto 
de aplicação é 


do = P.dl 
Para se ir de um ponto 4 a um ponto B pela trajetória T, o tra- 
balho será 


B 
/ dw = / F .d : (9) 
A T 
Se a força for conservativa, sabemos que dw = 0, ou seja, o trabalho 
para se percorrer uma curva fechada é, nulo. Conseqientemente, se 
fr F. al = 0, isto significa por (8) que F deriva de uma função escalar 
Í(P), ou seja, 
=, =p 
F=-gradV(P) =-vV(P) (10) 
Neste caso, (9) fica 
W = fdo=-SgadV(Pp.di 
e, usando (4) E, 


W-fdv=-- fav=-(Va-Va) (11) 
4 
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O trabalho realizado é, portanto, igual e de sinal contrário à variação 
da função V (P) que podemos, pois, identificar com a energia potencial. 


Com isto, obtemos um resultado muito importante da Mecânica: 
Se a força for conservativa, então ela deriva de um potencial e podemos 


escrever F = — grad V (P) onde V (P) é à energia potencial. 


II. Divergente 


-) 
Se v representa um campo vetorial cujas.componentes são contínuas, 
com derivadas contínuas numa região R, pode-se deduzir dele um campo 


=) 
escalar obtido pelo produto escalar do operador vetorial com v. À gran- 


ns 
deza escalar resultante chama-se di de v e se escreve: 
=, 
div o v ou v. v 


Em coordenadas cartesianas temos 


div v = (1 +57 + ko) - (07% + 0,7 + v, ko) 








donde 

Ga SER vz ÕVvy 0 Us 

div » Eus + 2y des (1) 
II. 1 — Significado da divergência de um vetor 


E À 
Num caso concreto, tomemos o campo vetorial v como sendo o campo 
das velocidades de um fluido incompressível. Consideremos um volume 


dV infinitésimo do fluido e calculemos o fluxo dg do vetor E através de dV. 


Por definição o cedo 
do = v.n.do 


e 
onde n é o versor da normal externa ao 
elemento de superfície do. 

Tomemos para dV uma forma par- 
ticular: paralelepípedo das faces para- 
lelas aos planos (x, y), (y, 2) e (x, 2) 
(fig. 3). 

Seja P o ponto central do parale- 
lepípedo infinitésimo de lados dz, dy, 


dz e v (P), o valor da velocidade do 
fluido no ponto P. 





= =; = = 
v(P) = vi + 0,) + vak Fra. 3 
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A velocidade do fluido no ponto P; pertencente ao plano y = O possui 
componente y dada por uma expansão de Taylor 





po =D dy 
' 9y 2 
e na face y = dy 
9 vy dy 
v+hy 2 


onde v, é a componente y do vetor velocidade no ponto P. 
O fluxo através da face y = 0 será 


SR ae = 
doy v(D) ndo = (o, u 2 dz dy 


se considerarmos que a componente y da velocidade varia pouco dentro 
da face. 


Por outro lado, o fluxo através da superfície pertencente ao plano 
y = dy é 


doy, = (o, + a E) de de 


consequentemente, o fluxo total através destas duas faces será 
db, = dd, + dd, 


do, = a de dy de (2) 





Através das faces restantes, calcula-se de maneira análoga e se obtém 





dvz 
do, = E da dy de (3) 
do, = SE dz dy dz (4) 


Conseqiientemente, o fluxo total através da superfície externa do 
paralelepípedo é 


o = (24 











= div » dC (5) 





onde dt = dx dy dz = elemento de volume. 


= ep 
Com isto, divergente de v multiplicado por dT dá o fluxo de v através 

de dT. 
No caso de um volume finito, devemos dividi-llo em volumes infi- 
nitésimos, de paralelepípedos adjacentes. A soma algébrica dos fluxos 
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através da face comum a dois paralelepípedos adjacentes é zero, pois as 


=) 

normais n a esta face possuem sentidos opostos quando ela é considerada 
como pertencente ao primeiro volume e ao segundo volume, respecti- 
vamente (fig. 4). 





Assim, o fluxo total provém somente da superfície externa que en- 
volve os dois paralelepípedos. Se somarmos os fluxos através de todos 
estes volumes infinitésimos, vai sobrar somente o fluxo através da super- 
fície S que envolve o volume T. 


o=[a=-[voar 
s T 
Por outro lado, como 


temos 


fonat=/y.var (6) 
s T 


e este é o chamado teorema de Gauss da divergência. Com este teorema 
podemos transformar uma integral de volume em uma de superfície e 
vice-versa. 


II. 2 — Propriedades 


1 — O divergente é um operador linear, ou seja, se 


=> —> . os o 
a) v = mv então divv =madivv' 

-— -> -, o oo o 
b)v = v + vz então divv =divv + divvs 


Estas duas propriedades podem ser provadas, utilizando a expressão 
cartesiana para o divergente de um vetor. 


2 — Se u(P) =j(P).v(P) onde f (P) é uma função escalar. 
então 


divu (P) = gad f(P).u(P) + f(P) diva (P) 
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De fato, se y = vei + vi + ok Us k k 
div (fv) Se Vo) +53 Um + = (fu) 
SL 








Pass (Bs es o) 


- grad f.v +jfdivo 
3 — Se » (P) é um vetor constante, então 
div o = 0 
II. 3 — Teorema do gradiente 
O teorema do divergente, como sabemos, se escreve: 


+ > = 
vendo divvdÇ 
5 T 
Se v =/J(P).u(P) e devido à propriedade (2) temos 


fipuip.nas=favguar- 
5 T 


- fesdyvat+/savuar 
Ç T 


RN 
Se considerarmos, agora, u como um vetor constante e arbitrário, 


cai ado 
teremos que u pode ser posto fora da integral e, além disto, div u = 0 


u.fyndo=u.fgadfa T+ zero 
s Ç 


Como u é arbitrário, segue-se 
(D Jindo=fendjar 
s V 


que é o teorema do gradiente. 


III. Laplaciano 

Aplicação sucessiva dos operadores gradiente c divergente. 
— Seja j (P) uma função escalar de ponto e v (P) = V.J (P), ou 
seja, v é o vetor obtido de f (P) pela aplicação do operador | “nabla”. 
Apliquemos, agora, a v (P), o operador divergente, ou seja, (V). 
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=) 
div v = div grad j 


Como 


rd 9 +» 


DP) = Sit eli + SIE, 


em coordenadas cartesianas, segue-se 











gs 


este operador chama-se laplaciano, e se indica por 
ó 92 
Sa us era names a 
pes An (Gir +ogr + 557) 
ou seja 


a 2 2% 
e = a a 





IV. Rotacional 


423 


(1) 


(2) 


(3) 


=) 

Seja. v (P) um campo vetorial contínuo com derivadas contínuas. 

Um campo vetorial de grande importância em Física é o formado pelo 
= = 


=, =, =, e 
produto vetorial de V com v = (V A 7) e chama-se rotacional de v (rot v). 


O 
Se V e v são dados em coordenadas cartesianas, temos: 


, 


oO 
VAU = Se tis 5 +ED) A ui + m + vd 


VAv=rotv=i E do (= -S) + 














(1) 


O ; 
Vemos que rotv = y A v pode também ser expresso pelo determinante 


o 

«os 

H 
&|o SL 
Sos. 
&] o =4 


Ss 
“ 

«cs 
“ 

S 
se 


(2) 
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O conceito de rotacional se mostra im- 
portante quando consideramos a integral 
curvilínea de um vetor numa curva fechada, 
ou seja, quando consideramos a circuitação 
de um vetor. Consideremos Y pertencente ao 
plano (x, y) contornando a superfície do 
(um paralelogramo). O sentido positivo do 
percurso é aquele que contorna a superfície 





do, deixando-a sempre à esquerda. Seja v o 
Fia. 5 valor do campo vetorial no centro do paralelo- 
gramo e v, € vy as suas componentes (fig. 5). 


a + O = 

À circuitação de v na curva infinitésima y é v.dl, onde dl é um 

vetor de módulo d | e tangente em cada ponto à curva y. No nosso caso 

particular, onde y é decomposta em y = 4B,Yy2 = BC,Yy3 = CD, y4 = 
= DA, teremos para os elementos d | os seguintes valores: 








-— — + 0 
dlh = - dyjemy%y v.dl = -v, (1) dy 
— bp > 0 
diz = dz 1 em y2 v.dl = vz (2) dz 
— - e 5 5 
diz = dy j) em 3 v.dl = v,(3) dy 
-— + => —+ 
dis = - dx? em y4 v.dl = -v, (4) dz 
e 
oO 
vdl = -v (1) dy + v;(2) dz + o, (3) dy — vv; (4) dz 
onde 
Vy (1) é à componente y de v sobre a curva Y; 
e, também 
dv, dz 
v0=n0-— 7 
dvy dz 
dy (8) = dy + àz 2 
Ív d 
dep da > 
Ív d 
muto 3 


g = - =) ce ee 
Com isto v.dl = (rotv), dzdy = (rotv), do xy, onde por (rot v), 


EA ov ov 
entendemos a componente z do vetor (rot v) = ( a ES )- 
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Se o cálculo fosse repetido no plano (yz) e (xz), obteríamos 








vs ov é 
( SL) dy de = (rot 0); dom (4) 
OUvz Õ z =» 


No caso de uma curva finita num dos planos coordenados, devemos 
dividir a superfície limitada por ela com superfícies infinitésimas limi- 
tadas por paralelogramos (fig. 6-a). 





Fia. 6 (b) 


As partes comuns dos retângulos, porém, não contribuem para a 
integral, pois são percorridos em sentidos contrários, sendo considerados 
no primeiro e no segundo retângulo (fig. 6-b). 


Desta maneira, a circuitação total provém somente do contorno T 
da superfície S: 


-— = 
fo.ar= fo v), dx dy (5) 
Tzy 

Se a superfície S tivesse uma orientação qualquer no espaço, como 


=) 
a considerada abaixo, e se n for a sua normal, poderíamos escrever: 
=p > 
Se o =no e Se dry Oys Org SÃO AS projeções da área do respectiva- 
mente nos planos xy, yz e xz, vemos 
=) 


que a normal a o;, é k, a normal a z 
= exp 
0;: é ], a normal a o, é 1, portanto C 
— = - — 
no = ocyi + ogzj + ogzyk 
À integral curvilínea sobre o con- 
torno de T pode ser decomposta na y 
integral curvilínea sobre o contorno de [Ds — B 
Cry, Oyz, 07: de contornos 04B, OBC e Á 


OCA. A contribuição dos lados 04, OB * 
e OC é nula, pois são percorridos em Fia. 7 
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sentido contrário quando considerados como pertencentes a od; € Cry 
respectivamente (fig. 7). 


Sia - ftrot v), dede + (rot v)z dyde + (rot v), dz dy (6) 
r 
biap=/ (oti).ido (7) 
Tr Ss 


onde S é uma superfície aberta cujo contorno é T. 


=) 

Este é o teorema de Stokes que dá a circuitação de um vetor v e, 
com isto, permite transformar uma integral de superfície em uma inte- 
gral de linha. 


> + O + 
ExEMPLO: Se v representa a força F que age sobre um corpo, v . dl será o trabalho 
= 
dW para percorrer dl e por (7) 
e - 
dW = (rot F). de (8) 


=» -+ 
como $ F.dl = + dH” = trabulho ao longo de uma curva fechada, segue-se 


bdw=/totP.do=dgF.di (9) 
s 


Se rot P = O, então o trabalho será independente da trajetória, como já vimos 
em (1.8). 


Se compararmos (I . 8) com (9) vem que, se F = grad v (P), então 
=» 
& urad v(P).di = 0Q 


ou seja, se a força é derivada de um potencial, o trabalho será independente do caminho 
que se toma para percorrer a distância AB; dependerá unicamente dos pontos 4 e B. 


Uma conclusão importante é, também, que se: 


em 
F = grad v 
então 


rot F = rot (grad v) = 0 
o que se obtém comparando os segundos membros de (1. 8) e (7). 


V. Propriedades 


= =, 
1) Se v = const. então rot v =0 
= =) =p =p =p = 
2) Se v=v+vz então rotv =rotv; + rot vo 
= =p - sa 
Se v = mv, então rotv =mrotv 


de onde vem que rot é operador linear. 
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3) Se v(P) = J(P) u(P) 
VAD(P) = VA [IP u(P)]= 
(sc tiso + E =) A (Juss + fui + fusk) = 


(he Atfuad E a a) + j(*e o (fus) 2d de) + 
y 


(fu) Dus 
Ph 
Efetuando as derivadas e reagrupando os termos, temos: 
O 
VAfu=frtu-u A grad f 
= = 
4) Se w=uAU 
= ee 
div w = div (u A v) = D rot uu. rot v 

mas, em coordenadas cartesianas 
E A 
+ 0 > 1 3 k 
u“uUAv= | Us Uy Us 
Vz UVy Us 





> 0 > 9 
u v = 7 (yts—vyus) + 


Uz Uy Us 
Vez Vy Vs 


A 


EN VT VYy Vz 
V. 





9 9 
+ og (ava — Us va) Ea (uz Vy — Uy Us) 


Reagrupando 





oe 


0 se 259 
* az Íy 

e oO = 
= v.rotu-u.rotv 


=) =, 
5) Se u=rotv 
=p = 
divu = divrotv am O 


EE 
dy õz 
> +0oóí[— 
V.Vv Av ô ô 


b 
e O O 
“ S|» Sjo 
O 
«- 
U 
N 
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o2v, 92v, 920; 920; 920, o 920, 
dry dx oz dyoz dy dz dz Oz dz dy 











6) Se u = grad j, então rot PA = rot grad f = 





- - - 
ê j k 
Õ ô Õ 
0 > ia iam la 92 92 
VAV.f=| ox dq da Gm is) +. 
So Sa 
dx dy dO 
=, o =» 
7) rot (rot v) = grad div v —- V2 v 
Pelo duplo produto vetorial 
- 0 — > + A 
VA(vAD) = vlv.v)-(v.v)o 


=) 


grad (div v) - v2v 


e => = - 
onde por V2 v se entende (2 v) 1 + (V2v)j + (V? 09) k 


EXERCÍCIOS 


- Seja O um ponto fixo e P(xyz) variável no espaço. Mostrar que, se r = mod OP 
então 

OP 

p3 





grad r = =, grad r” = nrº-20P; grad + = 


«. Dada mma função de ponto F(P), determinar a direção da máxima variação da 


função K(P) = x seny + ygsenza partir do ponto P (1 z 5). 


. Mostrar que em cada ponte de uma superfície esférica o versor da normal à super- 
fície tem direção radial. 


« Procurar o ângulo que as superfícies de equações: 
Fri (xyz) = 22-y2-yz-1=0 
Fa (xyz) = 47º -yz -4 = 0 
formam no ponto P(1,0, 1). 
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5. 


10. 


11. 


12. 


Dadas as forças 


PP =(y-2my +y)i + (Quy-zrl + 2); + zyk 


Fa (P) = 3 cos (x +yi+3cos (x +W)j+senzk 
Ps (P) = (Curti +3yj+Ee-)k 

Eq o 

í jo k 
Fa (P) E : E 


determinar quais delas derivam de um potencial. 


- Sejam me M duas massas concentradas em P(zyz) e O(000), entre as quais age a 


M . 
força newtoniana — K —— Tomar o eixo z na direção de OP e calcular o po- 


tencial no ponto P em função de r = 2. 


= 
. Sendo O a origem fixa e P(zyz) um ponto variável no espaço, r = OP, mostrar 


que qualquer que seja o número n tem-se: 
E 4 
div(r"r) =(n+3)r” 
e calcular com a fórmula acima 
=) 
r 


=) 
Ro . = : EF 
divr; divrr; div—; div — 
r ro 


Mostrar Que qualquer campo vetorial do tipo 


PDe=-fnWyd trigo) +S (mk 
é solenoidal. 


Aplicar o teorema da divergência ao campo dos vetores de posição P(zyz) rela- 
tivamente à esfera de equação 


2? +y2 +23 = Rº 
Sendo O a origem fixa e P(xyz) um ponto variável no espaço, mostrar que 
rot (1º 7) = 0 


= 
onde r = OP e n é um número qualquer. 


Mostrar que qualquer campo vetorial do tipo 


= E = -+ = 
v(P) = n()i tv (DI +HOU (2) k 
é irrotacional. 


Determinar os valores de m para os quais o campo vetorial: 
—+ = > — 
v(P) =2z”"yzi+ zy”" 2) + zy 2” k 


seja irrotacional. 
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13. Calcular o rotacional de 
= = = 
r2 (sen zi + senyjy + sen zk) 
onde r = OP, utilizando a expressão para 
rot [FP (P) . v (P) 


14. Mostrar que, se o campo de forças F(P) é irrotacional, então as forças derivam 
de um potencial V(P) e vice-versa. 


H 


FILMES 





Os filmes do PSSC (Physical Science Studies Committee) são dis- 
tribuídos por 


Modern Learning Aids 
3 East 5th Street 
New York 22, N. Y. 


Filme PSSC (28 minutos): A medida do tempo. 


Discute os conceitos de medidas de tempo e mostra diversos instru- 
mentos usados para medir e registrar intervalos de tempo de 1 segundo 
até 10? segundo. Ressalta que a precisão de um relógio só pode ser 
julgada por comparação com outro relógio. A questão do que é o tempo, 
do ponto de vista psicológico, é discutida rapidamente, assim como a 
questão da existência de um limite inferior que seria atingido ao subdi- 
vidir o tempo em intervalos de tempo cada vez menores. 


Filme PSSC (29 minutos): A medida de grandes distâncias. 


Descreve o uso da triangulação, paralaxe e a lei do inverso do qua- 
drado da distância em Geofísica e Astronomia, usando modelos da Terra, 
Lua e estrelas; a imensidão do espaço interestelar e as complexidades 
das medidas nesta escala são apresentadas. 


Filme PSSC (20 minutos): 4 medida de pequenas distâncias. 


“Começa com dimensão da ordem do centímetro, depois passa às 
dimensões microscópicas e termina com as dimensões dos átomos usando 
o microscópio de emissão de campo de Mueller. Mostra como se pode 
obter o conhecimento preciso de grandezas de pequenas dimensões. 
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Filme PSSC (23 minutos): Mudanças de escala. 


Demonstra que a mudança de tamanho muda necessariamente a 
estrutura dos objetos; usa modelos construídos especialmente para escla- 
recer problemas de mudança de escala. Apresenta aplicações práticas da 
análise dimensional na construção de portos, desenhos de navios, etc. 


Filme PSSC (27 minutos): Vetores. 


Modelos de vetores são utilizados para mostrar deslocamentcs em 
duas e três dimensões. Adição de vetores, multiplicação escalar de vetores 
e outros conceitos são discutidos. 


Filme PSSC (34 minutos): Cinemática em uma dimensão. 


As noções de distância, velocidade e aceleração são discutidas: grá- 
ficos destas três grandezas em função do tempo são produzidos usando 
equipamento especial num automóvel de testes; relações entre elas são 
estabelecidas por medidas de inclinações e áreas dos gráficos. 


Filme PSSC (16 minutos): Cinemática em duas dimensões. 


Os vetores velocidade e aceleração são introduzidos e mostrados 
simultaneamente para vários movimentos no plano, incluindo o movi- 
mento circular e harmônico simples. Os vetores são calculados e reprê- 
sentados por setas num tubo de raios catódicos; as relações que existem 
entre eles são discutidas. 


Filme PSSC (27 minutos): Queda livre e movimento de projéteis. 


O comportamento de ccrpos em queda livre é explorado do ponto de 
vista dinâmico, levando à verificação da proporcionalidade da massa 
inercial e gravitacional, à independência das componentes de um movi- 
mento e à conclusão de que a lei fundamental da Mecânica é uma relação 
vetorial. O filme inclui um estudo em câmara lenta de duas bolas soltas 
simultaneamente da mesma altura e projetadas horizontalmente da mes- 
ma altura. 


Filme PSSC (23 minutos): Forças. 


Este filme constitui uma introdução à Mecânica em geral. Uma 
experiência de Cavendish, qualitativa, mostra a ação da força gravita- 
cional entre pequenos objetos. As forças gravitacionais são também 
comparadas com as forças elétricas. 
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Filme PSSC (26 minutos): Inércia. 


Este filme demonstra o princípio da inércia (primeira lei de Newton) 
usando pucks com gelo seco, que tem pouco atrito, e fotografias sucessivas 
usando jlash; a análise das fotografias mostra a proporcionalidade 
entre a força e a aceleração quando a massa é constante. 


Filme PSSC (28 minutos): Sistemas de referência. 


Por meio de uma variedade de experiências sobre sistemas de refe- 
rência que se movem com velocidade constante ou aceleração constante, 
este filme demonstra a distinção entre sistemas de referência inerciais 
e não-inerciais, bem como o aparecimento de forças fictícias num sistema 
não-lnercial. 


Filme PSSC (15 minutos): Gases. 


O movimento browniano de partículas de fumaça é mostrado por 
meio de microfotografias e comparado com um modelo mecânico. Este 
tipo de evidência para o movimento caótico das moléculas é posto em 
contraste com o comportamento regular dos gases, como é mostrado pela 
lei de Boyle. Um modelo mecânico é usado para estabelecer um modelo 
da pressão de um gás baseado no movimento caótico das moléculas. 


Filme PSSC (28 minutos): Energia e trabalho. 


Este filme mostra que o trabalho, medido como área sob o gráfico 
força X distância, mede a variação da energia cinética de um corpo (teo- 
rema das forças vivas). 


Filme PSSC (22 minutos): Energia mecânica e térmica. 


Este filme mostra diversos modelos que ajudam os estudantes a 
visualizar o movimento macroscópico e o movimento microscópico das 
moléculas e sua interconexão. Demonstra, usando pucks e pequenas 
bolas de aço, a conversão de energia mecânica dos pucks em movi- 
mento caótico das bolas. Estabelece uma escala de temperaturas que 
indica a origem da escala absoluta de temperaturas. 


Filme PSSC (31 minutos): Gravitação universal. 


A lei da gravitação universal é deduzida imaginando um sistema solar 
de uma estrela e um planeta. A cinemática e a dinâmica do movimento 
planetário são demonstradas por meio de vários modelos. 
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Filme PSSC (27 minutos): Ondas. 


A propagação de impulsos numa corda e a propagação de movimentos 
senoidais mostram certas características elementares das ondas, tais como 
velocidades dependentes em meios diferentes. Os efeitos são mostrados 
nas velocidades usuais e em câmara lenta. 


Filme PSSC (35 minutcs): Ondas sonoras. 


As características da transmissão do som são investigadas com equi- 
pamento especial usando frequências até 5.000 ciclos. Experiências em 
reflexão, difração, interferência e refração são suplementadas com ana- 
logias num tanque de ondas. Uma lente cheia de gás é usada para 
refratar 0 som. 


Filme PSSC (33 minutos): Movimento periódico. 


O movimento harmônico simples (MHS) é escolhido para análise 
entre uma variedade de movimentos periódicos; uma pena que se move 
em MHS faz um gráfico do seu deslocamento em função do tempo; grá- 
fico da velocidade e aceleração versus tempo são derivados dele. A fór- 
mula do MHS é derivada do movimento circular uniforme. 
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NOÇÕES SOBRE A PRECISÃO 
DAS MEDIDAS 





Às grandezas físicas são determinadas experimentalmente, por me- 
didas ou combinações de medidas e essas medidas têm uma incerteza 
intrínseca que vem das características dos aparelhos usados na sua deter- 
minação. 

Ao fazermos a medida de uma grandeza física achamos um número 
que a caracteriza. Quando esse resultado vai ser aplicado, é freqiente- 
mente necessário saber com que confiança podemos dizer que o número 
obtido representa a grandeza física. Deve-se, então, poder expressar a 
incerteza de uma medida em termos que sejam compreensíveis a outras 
pessoas e para isso usa-se uma linguagem padronizada. Também, devem- 
se usar métodos adequados para combinar as incertezas dos diversos 
fatores que influem no resultado. 


1. Definições 


a) Erro — de uma medida é a diferença entre o valor obtido nessa 
medida e o valor verdadeiro da grandeza a ser medida. 


b) Valor verdadeiro de uma grandeza — é o valor obtido utilizando-se 
técnicas, amostras e instrumentos perfeitos. Embora esse valor 
não possa ser conhecido na prática, podemos chegar muito perto 
dele; admitimos portanto que exista. 


c) Desvio ou restduo (ôx) — de uma medida, é a diferença entre o 
valor obtido nessa medida e o valor médio de diversas medidas, 
da mesma grandeza, efetuadas em condições semelhantes (mesmos 
aparelhos e métodos de medida). 


d) Valor médio (%) — é a média aritmética de uma série de medidas. 
Quando as incertezas são devidas a erros acidentais, o valor 
médio será mais preciso, isto é, mais próximo do valor verdadeiro 
quanto maior for o número de medidas. 
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e) Discrepância — é a diferença entre duas medidas da mesma gran- 
deza efetuadas sob condições semelhantes. 


f) Erro sistemático (Az) — é o erro devido a fatores que agem sem- 
pre da mesma maneira afetando os resultados no mesmo sentido. 


g) Erro acidental — é o erro devido a fatores casuais que se verificam 
ora no sentido positivo, ora no negativo. 


h) Desvio médio (6x) — de uma série de medidas é o valor médio 
dos módulos dos desvios. 


i) Desvio-padrão de uma medida (9;) — numa série de medidas é a 
raiz quadrada da razão entre a soma dos quadrados dos des- 
vios e o número de medidas realizadas menos uma. 


Z(ôx)2 
n-1 


o; = + 





)) Desvio-padrão do valor médio de uma série de medidas (07) — é O 
desvio-padrão de uma medida dividido pela raiz quadrada do 
número de medidas na série. 


o; 


oz + e 

k) Desvio provável de uma medida (r) — corresponde ao desvio par- 
ticular r para o qual à probabilidade de cometer desvios menores 
que r é P = 0,5. Naturalmente se tem a mesna probabilidade 
que o desvio de uma observação supere o valor de r. Em outras 
palavras, num número grande n de observações independentes 
de uma mesma grandeza, n/2 das mesmas estão afetadas de des- 
vios menores que r e as outras n/2 de desvios maiores que r. Isto 
explica a denominação de desvio provável. 


D Desvio médio relativo — de uma série de medidas é o desvio médio 
dividido pelo valor médio. 


m) Desvio médio percentual — de uma série de medidas é cem vezes 
o desvio médio relativo expresso como porcentagem (%). 


OBSERVAÇÕES: 


a) Pode-se definir outras quantidades como erro médio, erro-padrão, desvio aci- 
dental, etc., de maneira semelhante à usada acima. 


b) Exceto em certos casos especiais (por exemplo, a razão entre a circunferência 
e o diâmetro de um círculo), não se conhece o '“valor verdadeiro” de uma gran- 
deza e, portanto, deve-se falar desvio e não erro. Entretanto, não existe “desvio 
sistemático” por definição, de maneira que é necessário usar os conceitos de 
“valor verdadeiro” e “erro” na discussão dos resultados de uma experiência. 
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2. A curva normal dos erros (Distribuição de Gauss) 


Ao realizar-se uma série de medidas, são cometidos erros acidentais 
que não são os mesmos cada vez que se repete a medida. É importante 
saber, portanto, a resposta a perguntas do tipo: 


a) se for feita uma medida adicional da grandeza, qual a proba- 
bilidade do desvio encontrado nesta medida ser menor que um 
dado valor? 


b) se forem feitas 10 medidas da grandeza, que fração destas 10 
medidas terá desvio menor que um dado valor? 


Para responder a estas perguntas é preciso saber de que maneira 0; 
erros se distribuem. Partindo das seguintes hipóteses: 


D) cada erro acidental pode ser pensado como composto de um gran- 
de número de erros elementares iguais, independentes e muito 
pequenos; 

IN) em qualquer erro acidental dado, os erros elementares podem 
aparecer indiferentemente (com a mesma probabilidade) com 
sinal positivo e negativo, 


é possível mostrar que a distribuição dos erros é a seguinte 


1 2 lz-22 
——— CC “34 A(x-Z) 
V2703 





Y(vx-DA(r-Z) = 





onde Y (x-Z) A (x-Z) é à probabilidade de obter um desvio compreen- 
dido entre (r-Z) e(zx-Z) 4 A (x- Z), sendo A (x-Z) um pequeno acré:- 
cimo. Esta distribuição chama-se gaussiana e é representada pela figura 1. 


Y(x-X) 


ss 


E = = 4X-X) 
(X-X) (X=X) +a(X-Xx) 


Fia. 1 
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A simples inspeção dessa curva mostra que o valor médio é o valor 
mais provável da grandeza. 

A probabilidade P de que o desvio encontrado numa medida seja 
menor do que um desvio dado está indicado na seguinte tabela: 


P (PROBABILIDADE DE 
DESVIO (6) ENCONTRAR UM DESVIO 
MENOR QUE 9) 


0 0 
0,67 o 0,500 
lo 0,683 
20 0,954 
do 0,997 
oo 1,000 





Pode-se mostrar, ainda, que o desvio provável é 0,67 vezes o desvio- 
padrão, e que o desvio médio é 0,80 vezes o desvio-padrão. 
Além disso, mostra-se que o desvio-padrão do valor médio é 





o 
Om = —= 
"a 
Se escrevermos 1 
= h? 
2 q? 


a curva gaussiana será 
Y (z-Z) = EL eh (a-2)? 
Yr 

A grandeza h chama-se índice de precisão. A razão desse nome é a 
seguinte: quanto maior h (isto é, quanto menor o desvio-padrão o), mais 
aguda é a gaussiana resultante (fig. 2). Portanto, os erros maiores têm 
ED CRAAaGE pequena de ocorrência e a precisão das medidas é 
grande. 
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Se h for pequeno a gaussiana correspondente é “espalhada”, o que 
corresponde a uma precisão baixa das medidas. 

Obtêm-se exemplos de distribuição gaussiana todas as vezes que 
tivermos uma grandeza, determinada por um grande número de fatores 
que dão contribuições ora positivas, ora negativas, em relação ao valor 
médio. Tomemos, por exemplo, o peso de 5.732 membros, da mesma 
idade, de uma unidade do exército. Os pesos se distribuem entre 63 e 78 
quilos. 

Naturalmente, o peso de cada um depende de inúmeros fatores que 
ocorreram durante suas vidas. 

Dividamos os 5.732 soldados em 16 grupos, começando por aqueles 
com peso entre 62,5 e 63,5 quilos, em seguida entre 63,5 e 64,5 e assim 
por diante. Fazendo esta experiência cbtêm-se resultados do seguinte tipo: 


PESO ENTRE (z — 1/2) 
E (x + 1/2) quilos 


NÚMERO DE SOLDADOS 


— 





Se a mesma análise fosse feita com 100.000 soldados a distribuição 
seria mais simétrica do que na fig. 3. 


| EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Erros. A distribuição de Gauss | 


3. Classificação dos erros 


A — ERROS SISTEMÁTICOS 


a) Erros na calibração de instrumentos. 


b) Erros do observador como, por exemplo, o erro devido à paralaxe 
(leituras que dependem da posição do observador). 
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Nº DE SOLDADOS 





6& 63 64 65 66 67 68 69 70 7| 72 73 74 75 76 77 78 79 PESO 


Fra. 3 


c) Erros devidos à influência de certos fatores que são desprezados. 
Por exemplo, um instrumento usado a uma temperatura dife- 
rente daquela em que foi feita a sua calibração causaria um erro 
sistemático nas medidas se não fosse feita a correção apropriada. 


B — ERROS ACIDENTAIS 


a) Erros de julgamento como, por exemplo, na estimativa da fração 
da menor divisão de uma escala. 


b) Erros devidos a condições que flutuam como, por exemplo, varia- 
ções na rede de energia elétrica. 


c) Erros devidos à natureza da grandeza a ser medida, como por 
exemplo, variações verificadas no comprimento de um objeto 
devido à falta de polimento ou paralelismo das faces. 


C — ERROS GROSSEIROS 


q) Enganos, por exemplo, na leitura de medidores ou na contagem 
do número de oscilações de um pêndulo. 


6) Erros na computação devidos à falta de precisão como, por exem- 
plo, no uso de uma régua de cálculo para processar dados com 
quatro algarismos significativos, 
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OBSERVAÇÃO: Em princípio, os erros grosseiros são devidos a uma técnica defi- 
ciente e devem ser eliminados. Os demais erros podem ser reduzidos com técnicas mais 
aperfeiçoadas e melhores instrumentos, mas nunca podem ser eliminados totalmente. 


ExempLo: Na medição do comprimento de um objeto com o auxílio de um 
paquímetro, efetuaram-se 10 medidas, tabeladas abaixo, junto com os desvios e os desvios 
quadráticos. 






2 (cm) ôz (cm) (87) 2 (cm?) 
4,11 - 0,01 1 x 1074 
4,13 ++ 0,01 1 X 1074 
4,12 0,00 O x 1074 
4,11 - 0,01 1X 10-4 
4,11 - 0,01 1 X 10-4 
4,14 + 0,02 4 x 1074 
4,12 0,00 O x 104 
4,11 - 0,01 1X 10-4 
4,10 - 0,02 4 X 1074 
4,12 0,00 O x 1074 

Z = 41,17 13 X 1074 


41,17 





Valor médio: 7 = — 15 z = = 4,117em 
no 10 
e n 
Desvio médio: ôz = Ss |z -Z|] = E ns 9 X 10-%cm 
Nim 10 
Desvio médio relativo: a =s O a 2,2 X 1073 
z 4,117 


Desvio médio percentual: 100 E % = 0,22% 


Desvio-padrão: o, = VE qm: -L (80)? = ques = 1,2 X 10-%m 
de= 1 
Desvi drão d dia: o. = ô 
esvio-padrão da média: o; mm — = Ê (dx) 2 


pao X 10-3 a 
= “9 X 10. 3,8 X 10"“cm. 


O resultado final é (4,117 + 0,004)cm. 


OBSERVAÇÃO: Os desvios foram calculados usando-se o valor médio 4,12. Pode-se 
verificar que, se tivéssemos usado o valor mais preciso 4,117, obterífamos o mesmo regul- 
tado para o desvio médio e o desvio-padrão, 
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4. Propagação dos erros 


Na prática, muitas vezes, se apresenta o caso da determinação de 
uma grandeza física efetuada a partir do cálculo, com valores obtidos 
na medida direta das grandezas que figuram na le? representativa do 
fenômeno considerado. 


A determinação indireta do desvio pressupõe que a grandeza a medir 
seja uma função V = V (x, y) de outras grandezas x e y, independentes 
entre si, e cujos valores provêm todos ou em parte de observações diretas. 

Surge neste caso o problema de conhecer o desvio-padrão que afeta V 
devido aos desvios-padrão dos valores médios resultantes das medidas 
de Te uy. 


Em análise mostra-se que a diferencial da função V = V (x,y) é 


oV 
dA + dy 


Para os desvlos escreve-se 


av oV ; 
ôV, = E ÔL1 + — dy ô)14 (*) 
onde 
Vi =Vi-V(ZO)) =Vi-V 
ôt, = 7 —-T 
dy =YW-Yy 
Portanto 


(0V9)? = (5) (dx;) 2 + (5 —). (dy)? + 2 (e =) (5 ôt; 04 


(*) SeW = W(z), isto é, se W depende s6 de z, chamamos de derivada da função W (z) em 
relação a x, & grandeza 
dW a 4W (x)' E AW 


, =0—*» —eee— 058 
cá a dE O as 





Se V = V(z, y), isto é, se o valor de V depende de z e y (ou seja, é uma função de x e y) pode-se 
definir as seguintes derivadas parciais 


a) A derivada parcial de V em relação a z será: 


9V n 9V(z, y) -[ 


E AVtz, y) 
lim. ===, 
oz oz 


4z > 0 àz y = constante 


isto é, como a derivada de V em relação a z supondo y constante; 
b) a derivada parcial de V em relação a y é definida por: 


9V = 9V(z, y) E [ AVtz, y) 
dv Ou Ay > 0 4v z = constante 
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Dividindo os dois membros por (n — 1) temos simplesmente 
1 e 9VN2 1 |... ae 
n-1 x dra (o n-l E Rap (o mm p (yo)? 


ie] 

porque, sendo x e y independentes, o valor médio do duplo produto é 
nulo, baseado na propriedade que, se duas variáveis são independentes, o 
valor médio do produto é o produto dos valores médios. 


Lembrando a definição de desvio-padrão podemos escrever 





— E (62)? = 
e relações semelhantes para y, e Vs. 
Então 
(0)? = (5) (o): + (55) (op? 


ov= (5 o) + (E —) (op? 


Esta mesma expressão pode ser usada para calcular o desvio-padrão 
de valor médio € será escrita 


De 
Para os casos específicos temos 


q) Adição e subtração 


V=z+9 
oV 14 
E ay O fl 
MF o V (05)? + (o)? 
b) Multiplicação 
V=zg 

9V oV 
a ! 


oy 


oO— 


“S 


V9? (0,))2 + E? (052 


(D+ (E 


ou 


“ 


444 Física geral ce experimental 


c) Divisão 





V = Zj 
ava Vo 
Ed dy q 
-Vã (o =)? E - (o) 
E-(D+(B 6) 
d) V = my 
So = (mino! 9) e pan] 


PR q m? EUm- Dy24 (05)? 4 qlrimjia - 1) (05)? 


V 











5. Algarismos significativos de grandezas medidas 


O resultado da determinação de uma grandeza é sempre um certo 
número acompanhado da incerteza nesse número. Se esta incerteza não 
estiver especificada explicitamente, ela estará sempre implícita na forma 
em que está escrito o número. Por exemplc, por 16 entende-se 16,0 + 0,5 
e por 16,0 entende-se 16,00 + 0,05 e assim por diante, isto é, 16 tem dois 
algarismos significativos, 16,0 tem três, 16,00 tem quatro, etc. 


Os algarismos significativos não têm nenhuma relação com a posição 
da decimal. Por exemplo, por 1600 entende-se 1600 + 0,5 e nunca 
1600 + 50. Segue-se que 1600 + 0,5 deve ser escrito 1,600 X 10? e 
1600 + 50 será 1,6 X 103 (1600 tem quatro algarismos significativos 
e 1600 + 50 tem só dois). Abaixo vão relacionadas as quatro maneiras 
equivalentes para expressar alguns valores. 


Implícito Explícito Implicito Explícito 
0,0046 0,00460 + 0,00005 4,6 X 1073 (4,60 + 0,05) X 1073 
0,46 0,460 + 0,005 4,6 X 1071 (4,60 + 0,05) X 1071 
4,6 4,6 + 0,05 4,6 X 10º (4,60 + 0,05) X 10º 
46 46,0 + 0,5 4,6 X 101 (4,60 + 0,05) X 101 
— 460 + 5 4,6 X 102 (4,60 + 0,05) X 10º 
em 4600 + 50 4,6 X 10º (4,60 + 0,05) X 10º 
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Neste exemplo as incertezas relativas de todos os números são iguais, 
o que é claramente indicado nas duas últimas colunas. Note-se, também, 
que na primeira coluna não existe uma maneira de expressar os dois 
últimos valores. 

A forma implícita é muito deficiente quanto às suas possibilidades 
de representar incertezas, dando somente a ordem de grandeza do erro. 
Por exemplo, se 5,31 + 0,02 for representado por 5,3 aumenta-se a incer- 
teza de 0,02 para 0,05; se for escrito como 5,31 diminui-se a incerteza 
de 0,02 para 0,005. 


REGRAS PRÁTICAS: Damos, a seguir, algumas regras gerais, que são 
baseadas, num caso, no número de algarismos significativos e, no outro, 
no desvio relativo. 


a) Adição e Subtração: Procure, entre as parcelas, aquela cujo último 
algarismo significativo ocupa a casa decimal mais elevada (isto 
é, mais à esquerda possível); despreze os algarismos à direita 
desta casa decimal em todas as outras parcelas, de acordo com 
as regras de arredondamento. 


b) Multiplicação e Divisão: Como vimos na seção de propagação 
de erros acidentais, o desvio-padrão relativo no resultado é 
sempre maior do que o de qualquer um dos fatores usados no 
cálculo. Assim, pode-se desprezar algarismos até que a incerteza 
relativa em todos os fatores seja da mesma ordem de grandeza. 


Os seguintes exemplos mostram o uso destas regras em cálculos 
feitos a partir de resultados experimentais. Os números serão escritos 
utilizando-se um X para representar o primeiro algarismo duvidoso. 


Adição: 
438,38x 438,38x 
21,8x pode 21,8x 
0,287x ser 0,29 
3,14159x escrito 3,14 
463,6xxxxx 463,6x 


Note-se que foram somados os algarismos na coluna que contém o 
algarismo duvidoso que ocupa a casa decimal mais elevada, obtendo-se 
o valor 21, resultando a passagem de 2 para à próxima coluna. 


Subtração: 
8,2436x 8,244 
6,72x pode “ser 6,72x 
1,52xxx emcrito 1,52x 
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Multiplicação: 
3,14159x 
1,32x 
X XXXXXX Ad 
62 8318 : 
942 477% GSCULA 
3141 59x 


4,15x XXXXXX 


3,14x 


1,32x 


X XXX 
62 8x 
942 x 
314x 


4,14x XXX 


Estes dois resultados são equivalentes, devido ao grau de incerteza 


nos fatores. 


8,7x 
15,43x 
06 x pode 
348 x a 
435x escri 
87x 
134,xx XXX 


8,7% 


15,14x 


X XX 

348 x 
435x 
87x 


133,xx xx 


Note-se que, se tivéssemos desprezado todas as casas até dois alga- 


rismos significativos, teríamos desprezado também o 4 em 15,43 e obtido 
130 como produto, o que está errado. Neste exemplo, o número 15,43 
foi arredondado até uma precisão de aproximadamente 1%, que é a pre- 
cisão do número 8,7. 


Divisão: 
63,72x | 23, ix 
46 2x 2, 76 


17 5xx 
16 17x 


1 4xxx 
1 386x 


Ixxx 


Note-se que se pode desprezar o 2 em 63,72 mas não o 7, pois daria 
um resultado errado. 


Isto acontece porque 64 é menos preciso do que 23,1. 


138,7x 83, x 
83, x 1, 67 


55 XX 
49 8x 


6 xxx 
5 8xx 


1 xxx 
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Novamente pode-se desprezar o 7 em 138,7 mas não o 8. O resultado 
deve ser escrito com três algarismos significativos. Assim, todos os 
números (138, 83 e 1,67) têm uma precisão que é da mesma ordem de 
grandeza. 


6. Algarismos significativos de valores médios 


Vimos que o desvio-padrão de cada medida numa série de n repe- 
tições é 


= (sm)? 2 (ôm)? 


o 
z n-L 


sendo êx o desvio ou resíduo de cada medida. 


A questão que propomos agora é a seguinte: qual a precisão de o;? 
Esta pergunta é importante porque nos diz com quantos algarismos 
significativos se deve calcular os. 

À resposta é a seguinte: o; é afetado de um erro relativo + 
e pode-se escrever 

“z (1 + 5) 


Se, por exemplo, medirmos a grandeza 50 vezes, n = 50 e gs 0,1; 
Y2n 


o desvio Ss é por sua vez afetado de um erro relativo de 10%. Se, porém, 





E 





n=s, = = 0,3, ou seja, um erro relativo de 30%. Isto pode afetar 
o último número significativo do desvio-padrão. 


EXEMPLO 1: 





E 46,9 
tz = “5. 9,38 
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A questão é saber quantas casas decimais vamos conservar neste 


valor médio. 
o. ae q 0,03 
= ———ee— 2 = O = 
vz V- — E (ts) : 0,086 


1 1 
E (1 + ==) = 0,086 (1 + 55) = OO 03) = 0,090 +03) 








O desvio-padrão no valor médio é 
Cr 1 0,086 
im (+ TE) E 
Devido à incerteza de 30% neste desvio-padrão, não tem sentido 
conservar a 3.º decimal no número (0,038. 
O resultado é, pois, 


(1 + 0,3) = 0,038 (1 + 0,3) 








9,38 + 0,04 


EXEMPLO 2: 


Na medição do comprimento de um objeto efetuaram-se 50 medidas, tabeladas 
abaixo, onde f é a frequência com que um dado valor foi obtido. 








Oz = di = 0,11 
E 1 A 0,61 —A N-=o0581+01 
ez (1 + TE) = (50) . (49) (1 + TRE) RR e 


O resultado é 
9,414 + 0,016 


Neste caso não se pode escrever 9,41 + 0,02 porque resultará numa perda de 
precisão, que existe nos dados originais. 
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EXERCÍCIOS 


1. Foram feitas 50 medidas de um comprimento z e foram obtidos os seguintes valores, 
com fregiiência f: 


z f 
16,1 4 
16,2 9 
16,3 19 
16,4 12 
16,5 6 


a) Olhando os números de coluna z, estimar a precisão em cada medida. 
b) Qual o valor provável daquele comprimento? 

c) Qual o desvio-padrão? 

d) Qual a incerteza no valor médio? 

e) A partir de que algarismo há incerteza no desvio-padrão? 

f) A partir de que algarismo há incerteza no valor médio? 


2. Numa outra série de 50 medidas do mesmo comprimento z, mas com instrumento 
que dá maior precisão, foram obtidos os dados: 


z f 
16,25 4 
16,27 9 
16,29 21 
16,31 10 
16,33 6 


Responder, para este caso, às perguntas do exercício anterior. E ainda: 


9) Qual a experiência mais exata? Por quê? 
h) Em ambos os casos, como poderia melhorar a precisão do resultado? 


3. Mede-se a espessura de um bloco com 100 folhas de papel e encontram-se 12,ô5mm + 
+ 0,2mm. a) Qual a espessura de cada folha? b) Qual o desvio relativo da medida 
do bloco? c) Qual o desvio relativo da medida de cada folha? 


4. Os resultados das medidas abaixo indicadas (2.º coluna) correspondem a valores 
obtidos no cálculo de médias de n medidas e foram escritos sem o cuidado de apre- 
sentação com o número correto de algarismos significativos. Na 3.º coluna estão 
escritos os respectivos desvios. Escrever na 4.º e 5.º colunas, respectivamente, as 
médias e desvios, com número correto de algarismos significativos. 





n = 5 8,437em 0,052cm 
n = 50 0,536m 0,00282m 
n=8 1437,2 mº 10,4 mê 
n = 5 0,1 kg 0,002 kg 
n = 100 3,1415 0,001 
5. Traçar, por alguns pontos, o gráfico da lei normal dos erros: 
1 
6 (7) = —==— copo 
N 2m02 
a) para 2 0º = 1; 
b) para 2 0º = 2; 


num mesmo papel milimetrado e com as mesmas unidades nos dois eixos. 
Neste exercício, colocamos o valor médio Z = O por simplicidade. 


IV 


EXPERIÊNCIAS DE LABORATÓRIO 





1 — Paquímetro. 

2 — Micrômetro. 

3 — Construção de gráficos. 

4 — Erros. Distribuição de Gauss. 


5 — Queda livre e aceleração da gra- 
vidade. 


6 — Movimento relativo. 


7 — Estudo do choque em uma di- 
mensão. 


8 — Choques bidimensionais. 

9 — Massa inercial e gravitacional. 
10 — Pêndulo simples. 

11 — Momento de inércia. 

12 — Pêndulo composto. 

13 — Composição de forças. 


14 — Medida do módulo de Young. 
15 — Medida do módulo de rigidez. 
16 — Estudo estático das molas. 

17 — Pêndulo de torção. 


18 — Movimento harmônico amorte- 
cido. 


19 — Cordas vibrantes. 
20 — Termômetro a gás. 
21 — Calorímetro de misturas. 


22 — Determinação do calor latente de 
fusão e de vaporização. 


23 — Leis dos gases perfeitos. 
24 — Determinação da relação y = o o 


º 
25 — Equivalente mecânico do calor. 


1— PAQUÍMETRO 


4 — OBJETIVOS 


1. Familiarização com o uso do paquímetro e com a leitura de nônio. 
2. Aplicação da teoria elementar de erros. 
3. Determinação direta de dimensões de um sólido. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Paquímetro, cilindro metálico, placa retangular. 


C — INTRODUÇÃO 


A medida de um comprimento com uma escala métrica, graduada 
em milímetros, em geral permite obtenção de resultado aproximado 
até décimos de milímetro, desde que se faça avaliação visual da fração 
de milímetro que possa estar contida no comprimento que se mede. Um 
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observador treinado, em uma escala bem feita (quando as condições de 
observação forem favoráveis), pode avaliar até 0,1 de divisão. Entre- 
tanto, ao estimar um desvio cometido na medida de um comprimento, 
com escala métrica, deve-se levar em conta que há duas coincidências 
a serem observadas: a do início e a do fim do objeto, o que acarreta dupla 
incerteza. 


O paquímetro é um instrumento dotado de três pares de bases de 
referência. Entre cada par pode-se ajustar o comprimento a medir. 


8 1 
— — de emmeememd hulul O J 
| 2 3 q 5 6 
pu mirra 4 
- s Ú 


NÔNIO 


a PEÇA MOVEL 


O paquímetro (fig. 1) presta-se bem para medidas de pequenos 
comprimentos em geral e, em particular, para medidas de diâmetros 
externos (a), diâmetros internos (b) e profundidades (c), conforme o par 
de bases entre as quais for intercalado o objeto a medir./ No corpo do 
instrumento está gravada à escala principal e nele estão, ainda, as pri- 
meiras bases de cada um dos três pares. Sobre uma peça móvel deslizante, 
encontram-se as segundas bases e acha-se gravada uma escala auxiliar 
— nônio ou vernier — que facilita a leitura de frações de divisão da escala 
principal. Seja n o número de divisões do nônio e u a amplitude (com- 
primento) de cada divisão. O comprimento total da escala do nônio 
será nu. 


Constroem-se escalas de nônio, de forma que seu comprimento total 
seja igual ao comprimento correspondente a um número inteiro N de 
divisões da escala principal. Sendo U a amplitude de uma divisão da 
escala principal, tem-se: nu = NU. 


Chamando d a diferença entre uma divisão da escala principal e uma 
divisão do nônio, tem-se: 


Fra. 1 


N 


daU-u=U-— U 
n 





v=(1-D) Uoad= "E 
n n 


Em geral, para a escala em milímetros, tem-se nos paquímetros 
n-N=1I comn=I0eN=9%un-N=1comn=2)0eN=ãlI9. 


O PU 
' 2 3 4 8 6 7? 6 9 10 “ 12 13 14 18 
ALLA DAS DA DALLA LADA O A ALA DADA AAA DA A A A A 
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Assim, em cada um dos dois casos as diferenças entre uma divisão da 
escala principal e uma divisão do nônio são, respectivamente, d = 
= 0, Imm ed = 0,05mm. 

Quando o paquímetro está “fechado”, isto é, quando as duas bases 
de medidas de cada par estão encostadas uma na outra, a distância entre 
elas, evidentemente, é nula e o traço zero da escala do nônio coincide 
com a continuação do traço zero da escala principal. Quando se desloca 
a parte móvel do paquímetro, a distância que houver entre as bases de 
medida será igual à distância entre o traço zero da escala e o traço zero 
do nônio. Assim, o traço zero do nônio serve de índice para as leituras 
de comprimento na escala principal. Quando o zero do nônio cai entre 
uma divisão p e a divisão seguinte p + 1 da escala principal, o compri- 
mento c indicado será de p unidades da escala principal mais uma fração j 
dessa unidade, ou seja: 


c=pU+SJU 
Para determinar-se o valor da fração f procura-se qual a divisão do 


nônio que coincide com uma divisão da régua. Seja, por exemplo, divi- 
são q a coincidente. A fração f será igual à q ou: 


Es Ny e, portanto, c = pU + q = A 








f=q U 


Assim, para um nônio com 10 divisões, correspondentes a 9 da escala 
principal (nônio decimal) (fig. 2), se, na medida de um objeto o zero 
do nônio cair entre 23mm e 24mm, 


e - a observa-se que o traço da 7.º 
divisão do nônio coincide com 
IR um traço da escala principal, e 
l tem-se: 
79 DIVISÃO DO NÔNIO 10 - 9 
COINCIDE COM UM TRAÇO c=23mm + 7 o mm 
DA ESCALA PRINCIPAL 
pia no ou c = 28mm + 7 X 0,Imm ou, 


finalmente, c = 23,/mm. 


Se medirmos outro objeto com um paquímetro em que há 20 divisões 
no nônio equivalentes a 19 divisões na escala principal e se a 7.º divisão 
deste nônio coincidir com um traço da escala principal, tem-se: 
23mm + 7 a mm 
23mm + 7 X 0,05mm 
c = 23mm + 0,3ômm 


c = 23,35mm 


q 
h 


q 
l 
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Quando não há coincidência perfeita de traço algum do nônio com 
traço da escala principal, procura-se o traço do nônio que mais perto estd 
da coincidência, por falta, e avalia-se visualmente essa fração que falta. para 
a concidência. Nestas condições, com um paquímetro de nônio decimal 
pode-se ler com precisão décimos da divisão da escala principal e avaliar-se 
“a olho” centésimos dessa divisão. 


D — PROCEDIMENTO 


1. Determinar a área de uma placa retangular (fig. 3). 


2. Determinar o volume do cilindro fornecido, medindo o diâmetro 
externo 2r, o diâmetro interno 2r, e as alturas H e h. 


V="(12H-rh) 













Fra. 3 


Utilizar corretamente o instrumento de medida, de acordo com as 
instruções do professor (na dúvida, perguntar). 

Cada aluno do grupo efetua uma medida e passa o material a um 
companheiro, em rodízio, até se completar o total de 10 medidas para 
cada dimensão (cada aluno toma nota dos resultados não apenas da pró- 
pria medida, mas, também, das medidas dos companheiros de grupo). 


Nas tabelas, o nome da unidade de medida é escrito apenas uma vez, 
no alto da coluna em que depois se escrevem, sucessivamente, os resul- 
tados obtidos. Na mesma tabela, em coluna ao lado dos resultados das 
medidas, escrevem-se os desvios correspondentes. 


E — RESULTADOS 


No fim do relatório deve ser escrito o resumo dos resultados indi- 
cando, para cada grandeza, os valores médios encontrados, e os corres- 
pondentes desvios médios e desvios relativos. A apresentação deve ser 
dada com o número correto de algarismos significativos. 
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Para o seu relatório, organize tabelas como o modelo que segue. 





























1. Determinação da área de uma peça retangular (n.º....) 
lado a da lado b 
da e (mm) (ôa) ? (mm) 8b (8b) ? 
Soma RC E CR 
Média = 
2. Determinação do volume de uma peça cilíndrica (n.º....) 
n |,” Io) | (8292 o! |comna) 271 Iscorolço2r a), P | ah | om)? 
(mm) (mm) (mm) [OMI À (mm). 
Soma PES a SESC ec SCR, 
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RESUMO DOS RESULTADOS 
1. Área do retângulo. 


Valor médio do lado a: 


ã = 
Desvio médio do lado a: ôa = 
õa 


Desvio médio relativo: 
Desvio médio percentual: 
Desvio-padrão: oq = 
Desvio-padrão do valor médio: o 
Vulor do lado a: a = à + o; 
Valor médio do lado b: 

Desvio médio do lado b: 

Desvio médio relativo: 

Desvio médio percentual: 
Desvio-padrão: 

Desvio-padrão do valor médio: o; 
Valor do lado bd: b = b t o; 





Conclusão: E E 
Área: S = à.b = 
Desvio-padrão do valor médio: .g = 
Valor da área: S = S + og 

2. Volume da peça cilíndrica. 


Construa um resumo semelhante ao de cima. 


F — QUESTIONÁRIO 


1. Que razão existe entre os desvios médio e padrão? 


2. Qual a menor fração de milímetros que pode ser lida no seu pa- 
químetro ? 


3. Quais das quatro medidas (H, h, r e r1), feitas para o cálculo do 
volume, contribuem no resultado com maior erro? Justifique. 


2— MICRÔMETRO 
A — OBJETIVOS 
1. Familiarização com o uso do micrômetro e do esferômetro. 
2. Aplicação de fórmulas de propagação de erros. 
3. Comparação de métodos de medida. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Micrômetro, cilindro utilizado na experiência do paquímetro. 


456 Física gerul e experwnental 


C — INTRODUÇÃO 


O micrômetro consta, basicamente, de um parafuso micrométrico 
capaz de se mover ao longo do próprio eixo. 


Trata-se de instrumento de precisão, no qual não se deve tocar com 
as mãos a não ser nas partes adequadas. (O professor indicará as partes 
que podem ser tocadas e como se deve manusear o instrumento.) 


Há, no instrumento, duas bases ou esperas entre as quais se inter- 
calam os objetos a medir. 


O passo do parafuso é usualmente 0,ômm. Na parte externa da 
porca há uma escala retilínea, paralela ao eixo do parafuso, com 50 divisões, 
correspondendo cada divisão a 0,5mm (fig. 4). Os traços desta escala 
costumam estar dispostos em torno de uma linha central, de modo a 
ficarem de um lado os traços dos milímetros inteiros e do outro os meios 
milímetros. Isto facilita a leitura do número inteiro de milímetros que 
há em um dado comprimento. À linha central dessa escala retilínea serve 
de índice para leitura de uma escala circular dividida em 50 partes, que 
aparece na manga do parafuso. Ao mesmo tempo, o bordo circular da 
manga serve de índice para a escala retilínea. 


ESPERA 
ESPERA MOVEL MANGA 
FIXA 


N 






N 
CATRACA 
HORIZONTAL 


Fira. 4 


Cada volta completa do parafuso altera de 0,5mm a distância entre 
as bases de medida. Quando a rotação da manga corresponde a uma 
divisão da escala circular, a alteração da distância entre as bases é de: 


1 
50 X 0,5mm = 0,0lImm 

Na extremidade do aparelho existe uma catraca que deve ser utili- 
zada quando se vai fazer a ponta móvel coincidir com a extremidade do 
objeto cuja dimensão se mede. Nunca aplicar pressão a não ser através 
da catraca. 
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D — PROCEDIMENTO 


O volume do cilindro metálico utilizado no trabalho com o paquí- 
metro é: 
Vs a(r2H-rh (1) 


Com o micrômetro, medir as distâncias L, H, h, 2r indicadas na 
figura 3. Fazer as medidas da maneira indicada no trabalho com o paquí- 
metro. Note, observando a figura 5, que a indicação L do micrômetro 
não corresponde à espessura e, devido à curvatura da parede do tubo. 


(apE 


Fia. 5 


DA 


Fazer 10 medidas de L e determinar os desvios médio e relativo. 
Com base no valor'de L pode-se encontrar a espessura e. Chamando r 
o raio da superfície interna do tubo, vê-se na figura 5 que: 


L=et+z=r-rit+tri-ricosgp 





L=r-ricosç .:. cos q = = (2) 
Chamando 2a o diâmetro da espera do micrômetro, tem-se: 
sen q = ER (3) 


ra 


Elevando (2) e (3) ao quadrado e somando: 
a, (W-1 
AU Ao 
Po=al+(r-L? 


= 1 


À expressão (1) fica: 
V=rpH-la+(-LIh) 
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E — RESULTADOS 


Comparar os dois métodos de medida (o de paquímetro e o de mi- 
crômetro), justificando qual julga melhor. 


Sugerir algum outro método que também permita determinar o 
volume de material do tubo. 


Tente, por exemplo, utilizar uma esfera de aço de pequeno diâmetro. 


Organize uma tabela de resultados e calcule os desvios absoluto e 
relativo de sua medida. 


F — QUESTIONÁRIO 


1. Se a determinação do volume do cilindro fosse com o paquímetro 
e o micrômetro, qual dos dois métodos seria o mais preciso? Jus- 
tifique. 

2. Qual o desvio-padrão do valor médio do volume? 


3. Qual das quatro medidas (H, A, r e r1), feitas para o cálculo do 
volume do cilindro, contribui com maior erro no resultado ? Jus- 
tifique. 


3 — CONSTRUÇÃO DE GRÁFICOS 


Análise de uma experiência 


A tabela I contém os resultados de uma experiência. Apresente 
e analise estes resultados de forma a possibilitar-lhe tirar conclusões 
sobre a natureza do processo que está sendo investigado, e predizer 


TABELA Í 


TEMPO PARA ESVAZIAR (EM ») 





Experiências de laboratório 459 


o resultado de experiências similares. A apresentação e a análise de resul- 
tados experimentais constituem um setor essencial da Física. 


À experiência em questão consistiu em investigar o tempo que leva 
a água para extravazar pelo buraco do fundo de uma lata. Conforme se 
esperava, este tempo depende do tamanho do orifício e da quantidade 
de água no recipiente. 

Para averiguar a dependência deste tempo em relação ao tamanho 
do orifício, extravazou-se, através de orifícios circulares de diferentes 
diâmetros, a água contida em quatro grandes recipientes cilíndricos de 
igual tamanho. Para verificar de quanto este tempo depende da quan- 
tidade de água, verteu-se este líquido para os mesmos recipientes até 
alturas diferentes. 

Cada medição foi repetida diversas vezes, e registraram-se na tabela 
os valores médios dos tempos (em segundos) necessários para esvaziar 
cada recipiente. Devido à dificuldade de medir precisamente intervalos 
curtos de tempo usando um relógio, há um número menor de algarismos 
significativos nas medidas destes tempos do que nas de longos intervalos 
de tempo. 

Todos os dados necessários constam da tabela; uma representação 
gráfica dos mesmos, porém, possibilitar-nos-á inferir conclusões e faci- 
litará enormemente o estabelecimento de uma relação matemática entre 
estes dados. 


A — PROCEDIMENTO 


Primeira parte 

Faça um gráfico representativo da variação do tempo em função 
do diâmetro do orifício para uma dada altura, digamos a de h = 30cm. 
Marque, no eixo horizontal, os valores da variável independente (neste 
caso, o diâmetro d) e, no eixo vertical, os valores da variável dependente 
(neste caso, o tempo t). Para obter o máximo de precisão no seu gráfico, 
estenda a curva pcr toda à folha de papel. Escolha adequadamente suas 
escalas nos dois eixos para que a leitura seja jácil. 


Segunda parte 

A partir do primeiro gráfico, não se consegue ainda uma expressão 
algébrica para relacionar te d. O gráfico da primeira parte mostra somente 
que t diminui rapidamente com d. Tal fato sugere uma relação inversa. 
Faça o gráfico de t em função de 1/d?. Na mesma folha de papel mili- 
metrado, faça os gráficos de t em função de 1/d? para as demais alturas. 


Terceira parte 


Analise com mais cuidado o comportamento da curva (t X 1/d?) 
para o caso de A = lem. Faça, para isso, uma representação destes dados 
usando uma escala maior para o tempo. 
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Quarta parte 


Investigue a dependência de t com h, para um diâmetro constante 
do orifício. Faça um gráfico de t em função de h para o caso de d = 1,5cm. 
Não há considerações geométricas simples que nos conduzam à correta 
relação matemática entre te h. Tente obter a relação a partir da curva, 
observando inicialmente h, como função de t, e depois t, como função de h. 
Para verificar se a relação pertence a uma classe geral de relações, tal 
como uma lei exponencial t X h”, represente graficamente num papel 
dilogarítmico, t versus h. 


B — QUESTIONÁRIO 
Primeira parte 


a) Há somente um modo de ligar os pontos da curva t versus d? 


b) A partir da curva, você pode inferir o tempo necessário para 
esvaziar o mesmo recipiente quando os diâmetros do orifício 
forem 4 e 8em? Qual dos valores merece maior confiança? Por 
quê ? 


Segunda parte 


a) Que tipo de curva é a do gráfico t versus 1/d2? 
b) Para a altura de água considerada, que relação existe entre te d? 


c) Existe a mesma relação entre t e d para as demais alturas utili- 
zadas ? 


d) Utilizando os gráficos de t versus h e t versus 1/d?, qual o tempo 
t para h = 20cm e d = 4m? 


Terceira parte 


a) Para h = lcm, o que se pode concluir sobre a relação algébrica 
entre ted? 


Quaria parte 
a) Extrapolando a curva t versus h (papel milimetrado) em direção 
à origem, passa curva pela mesma ? 
b) Esperava você que isto acontecesse? 
c) Que curva obteve do gráfico log t versus log h ? 
d) Qual o valor de n cbtido neste gráfico ? 


Como conclusão das partes anteriores, estabeleça a expressão geral 
para o tempo de fluxão como uma função simultânea de h e d. 
Utilizando esta expressão, calcule t para h = 20cm e d = 4cm e con- 


fronte a resposta com a encontrada graficamente. Qual, a seu ver, merece 
mais confiança ? 
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4 — ERROS. DISTRIBUIÇÃO DE GAUSS 


A — OBJETIVO 


Fazer uma série de medidas e evidenciar a existência de erros aciden- 
tais através da construção de uma gaussiana. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Um tubo de 1 metro de comprimento com óleo; esferas de diâmetro 
inferior a 0,5mm; cronômetro elétrico; trena; papel milimetrado. 


C — INTRODUÇÃO 


Uma série de medidas de uma mesma grandeza não dá, em geral, 
sempre o mesmo valor. 


As diferenças entre o valor verdadeiro da grandeza e a sua medida 
(erro) são devidas a um grande número de fatores, cada um dos 
quais soma sua contribuição ao erro total. 


Desde que estes fatores são 
desconhecidos e variáveis, assumi- 
mos que o erro resultante depende 
das leis da probabilidade; são 
Igualmente prováveis erros posi- 
tivos e negativos; estes erros são 
chamados erros acidentais. 


Sabemos que um erro siste- 
mático afeta cada observação, no 
mesmo sentido, de um valor cons- 
tante, de modo que, embora as 
medidas (e sua média) estejam 
deslocadas desse valor, a curva da 
distribuição dos erros permanece a 
mesma. 


Construímos a curva de fre- 
quência em função do valor dos 
desvios para determinar a precisão 
com que são feitas as medidas e 
para verificar se o aparelho usado 
é adequado para medir aquela 
grandeza. Se a curva fosse achata- 
da, poder-se-ia concluir que O 
observador é displicente, que o 
aparelho é sensível demais para a 
medida, etc. Fia. 6 
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No caso em que todas as medidas se acumulassem num mesmo valor, 
teríamos um aparelho grosseiro para a medida efetuada, má fé do obser- 
vador, etc. 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Meça sobre o tubo um espaço de aproximadamente 75cm a 
partir de 5cm da base e coloque as marcas nos extremos; esta 
distância permanecerá constante durante a experiência (fig. 6). 


2 — Jogue uma esfera no óleo e meça o tempo de queda entre as 
duas marcas, 


3 — Repita a experiência 100 vezes. 


4 — Construa um histograma, colocando a frequência de uma deter- 
minada medida em ordenadas e o tempo em abscissas. Passe 
uma curva por este histograma. 


DISTRIBUIÇÃO DE GAUSS 


| 30 







FREQUÊNCIA 





N= 100 
t, -tempo medio 
ty = tempo medido 





Os -04 -03 =O2 -O) O +0] +02 +03 +04 +05 


Fra.7 
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5 — Obtenha a média dos tempos e o desvio de cada medida; cons- 
trua um gráfico da frequência dos desvios contra os desvios 


(fig. 7). 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Qual é o valor do tempo de queda que tem a maior probabili- 
dade de ser correto? 

2 — Como afetaria a curva do procedimento (5) a maior ou menor 
precisão do seu cronômetro ? 

3 — A partir do gráfico, determine o valor do desvio-padrão do 


valor médio. Se a curva não for boa para essa determinação, 
indique somente o procedimento. 


5 — QUEDA LIVRE E ACELERAÇÃO DA GRAVIDADE 


A — OBJETIVOS 


a) Estudo do movimento de queda livre. 
b) Determinação da aceleração da gravidade. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Aparelho de queda livre; faiscador (aparelho que produz faíscas 
elétricas em intervalos fixos de tempo, por exemplo, cada 1/10 de segundo); 
fita de papel encerado (1,90m); grampos de papel; fita adesiva; -bar- 
bante; folha de papel milimetrado. 


C — INTRODUÇÃO 


Para um movimento com aceleração constante, o valor da acele- 
ração a é calculado por: 


TT 
aa “(AD (1) 


onde x; — %;-1 é à distância percorrida durante o intervalo de tempo A t. 


No aparelho visto na figura 8, um corpo metálico M cai vertical- 
mente entre um fio F e a coluna suporte S. 


Entre o fio e a coluna existe uma diferença de potencial de 3 X 10% 
volts fornecida por um oscilador-faiscador de frequência determinada. 
Cada vez que o oscilador-faiscador produz um impulso, salta uma faísca 
através do corpo metálico. 
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Cada faísca marca um ponto numa fita de 
papel encerado, colocado na extensão da coluna 
suporte S, marcando, pois, as posições sucessivas 
do corpo nos instantes 7, 27, 3T... nT, onde T 
é o período do oscilador-faiscador. 


D — PRrocEDIMENTO 
1 — Suspenda o corpo por um barbante 
comprido e ajuste os parafusos da ba- 
se, de modo que o corpo fique exata- 
mente no meio entre a coluna vertical 
e o fio paralelo a ela. Aperte as porcas 
de fixação. 
2 — Suspenda o corpo deixando apenas uns 
bem de barbante livre. Espere até o 
corpo parar de oscilar. 


3 — Ajuste a fregiiência do faiscador para 
um valor entre 20 e 30Hz. 


4 — Ligue o faiscador. CUIDADO com A 
ALTA VOLTAGEM. 
5 — Queime o barbante com um fósforo, 


SEM TOCÁ-LO. 
6 — Desligue o faiscador. 


7 — Repita os itens 2, 4, 5 e 6 mais uma 
ou duas vezes até se certificar de 
que tudo funciona bem. 


8 — Coloque à fita de papel encerado na 
coluna vertical, prendendo-a em cima 
com clipe para papel e embaixo com 
fita adesiva. Certifique-se de que a fita 
de papel encerado adere perfeitamente 
à coluna em toda a sua extensão, sem 
apresentar saliências. 

9 — Repita os itens 2, 4, 5 e 6. 

10 — Observar-se-á uma série de marcas ao longo da fita de papel 


encerado. Anote os espaços percorridos %1, 42, %3, ... Nos Ins- 
tantes correspondentes. 


11 — Repita a experiência para um corpo de massa diferente. 





Fia. 8 


E — QUESTIONÁRIO 
1 — O movimento que você estudou é o que denominamos “queda 
livre”. Esta, a rigor, só se verifica no vácuo. Quando, porém, 
em função do corpo que cai, pudermos desprezar os efeitos da 
resistência do ar, teremos, com boa aproximação, a queda livre. 
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Mudando a forma do corpo, o valor que se obtém para g pode se tornar 
diferente devido à diferença da resistência do ar. 


Faça o gráfico (D), x = « (t), e responda (fig. 9): 


a) Que tipo de curva você obteve? Deveria ser uma curva que passa 
pela origem? Se não passar pela origem, a que você atribuirá 
isso ? 


b) Trace o gráfico (II) da função x = 5 gt? onde g é o valor da 


aceleração da gravidade em São Paulo (9,78m/s?) no mesmo 
papel do gráfico anterior e no mesmo sistema de eixos. Em que 

"* Fegião você verifica os menores e os maiores desvios? Existem 
muitos pontos de coincidência ? 


2 — A partir do gráfico v = v(t), tire suas conclusões. Faça o 
traçado deste gráfico. Você poderá fazê-lo: 


a) diretamente, a partir do grájico (1), x = x (t), calculando as pen- 
dentes das tangentes nos diversos pontos da curva (fig. 9). 
b) a partir dos dados, calculando as velocidades médias, 


T-T-1 


v = 
& -t-1 


tomando tais valores como valores instantâneos nos pontos cen- 
trais dos intervalos (x, í:1). Faça o gráfico (IID v = vb). 
Justifique este procedimento. 


Qual o tipo de gráfico que você obtém? Deveria ele ser uma curva 
que passa pela origem? Justifique. 


Que valor de g você obteve a partir do gráfico (IID? Qual o desvio 
relativo do seu resultado em relação ao valor de g em São Paulo? 

Com os dados obtidos no item 2 do procedimento, calcule as veloci- 
dades médias e coloque estes valores na mesma folha do gráfico (IIJ), 
indicando-os de forma diferente (gráfico IV). Compare os valores de g 
obtidos para as duas massas. 


3 — Faça, agora, o gráfico (V), a = a (t), da aceleração do movi- 
mento em função do tempo, a partir das medidas feitas (fig. 9). 
Que aspecto tem o seu gráfico ? 


Neste gráfico, o valor médio de a difere em que porcentagem de g 
em São Paulo? 


4 — Um erro de 3% no valor da frequência do faiscador, em quanto 
afetaria o valor de q, obtido a partir do gráfico (IID, v = v (8? 


5 — A que você atribui a flutuação dos valores experimentais em 
torno da curva obtida no gráfico (V)? 
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QUEDA DOS CORPOS 
x (em) (CM )a(CM) , 10 
Ss Ss 
= - t 4 . 360 
4 j T= 0,038 5 V=9 (s T= 0386 
1007400 g= 947cm/s* 


380 Velocidade 
901360 

340 
807320 

300 Deslocamento 
707280 

260 
601240 

220 
507200 

180 
40+TIGO 

140 


307TI20 


aceleracdo . 


t(s) 
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6 — MOVIMENTO RELATIVO 


A — OBJETIVO 


Estudar o que ocorre com um movimento retilíneo uniforme quando 
visto de um referencial que gira. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Mesa com vidro, onde se pode movimentar um corpo quase sem 
atrito (puck), apoiado em uma almofada de ar; telhado de alumínio 
que pode girar por meio de um motor e é recoberto por papel celofane 
puck, que é ligado a uma mangueira de ar comprimido e a um faiscador. 
O puck possui, na base, uma mola que deve ser comprimida contra a 
borda da mesa para movimentá-lo sempre com a mesma velocidade; 
faiscador que emite impulsos com fregiência conhecida; o outro terminal 
do faiscador é ligado ao telhado girante e as faíscas saltam da ponta do 
puck para o telhado e marcam o papel celofane (fig. 10 e fig. 11) cronô- 
metro, trena, folha de papel milimetrado. 


TERMINAL 
DO FAISCADOR 


TERMINAL DO 
FAISCADOR 


+ 
MANGUEIRA DE 
AR 





CO — FóRMULAS TEÓRICAS 


Vimos que a relação entre as coordenadas no sistema girante S' e no 
sistema imóvel S é 
X = x cos6 + y senô 
Y = y cos0 - x seng 
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À única coisa que se sabe, inicialmente, é que no sistema imóvel, 
o puck se movimenta ao longo de uma reta 


= to + vzt 


v=yo+vA 


Então 


X = (xo + vs) cos wt + (yo + vil) sen wt 
Y = (yo + v,t) sen vt — (xo + vit) sen wt (1) 


A velocidade do corpo no sistema S' não é constante mas depende 
de t, como se pode ver, derivando as equações acima em relação a t 


vx = vv; Cos wl + vy sen wt + vÃA 
vy = vy coswl -v; sen wlt-wyY (2) 


Neste caso, ele possui uma aceleração cujas componentes são 


w2X — 2 WU y 
w2Y + 2 wvy (3) 


ax 
ay 
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D — PROCEDIMENTO 


1 — Prenda o papel! celofane no telhado girante. 

2 — Limpe bem a superfície da mesa e a base do puck. 

3 — Ligue o ar comprimido e, com auxílio do puck, nivele a mesa. 

4 — Ajuste a altura da ponta do puck para ficar a uns 2mm do 
telhado. Veja se ele pode correr toda a mesa sem rasgar O 
papel. 

5 — Ligue os terminais do faiscador ao puck e ao centro do telhado. 

6 — Segure o puck pela haste isolante, com a mola da base com- 
primida contra a base da mesa e solte-o medindo a sua veloci- 
dade em movimento retilíneo. Repita várias vezes, 

7 — Ligue o motor que gira o telhado e meça a frequência com que 
ele gira. Deixe-o ligado. 

8 — Ligue o faiscador à bateria. 

9 — Ligue o interruptor do faiscador. Solte o puck, por meio da 
mola, paralelamente a um lado da mesa. Desligue o faiscador 
logo que o puck chegar à outra borda para que as faíscas não 
continuem marcando o papel. 

10 — Retire o papel do telhado e trace, pelos pontos, a trajetória do 
corpo. 

11 — Utilize a equação (1) para traçar a “curva teórica” desse mo- 
vimento: 


— “Tome a origem no centro do telhado e meça 79 e yo. 


— Substitua esses valores nas equações e calcule seis pares de coor- 
denadas no sistema S' para t igual a múltiplos do período com que gira 
o telhado. Esses valores de t devem ser escolhidos entre os contidos na 
curva experimental para a comparação entre as duas curvas. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Houve bom acordo entre a curva experimental e a teórica? 
Das grandezas medidas, qual afetaria mais o resultado ? 


2 — Por que se pode dizer que uma força fictícia atuou sobre o 
corpo quando visto do telhado girante? 


3 — Calcule as componentes da aceleração do corpo no sistema 
girante. 


4 — Se o corpo ficasse parado, que tipo de curva seria descrito no 
sistema girante? 


5 — Quais os valores das componentes da força centrífuga? 
6 — Calcule as componentes da força de Coriolis. 
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7 — ESTUDO DO CHOQUE EM UMA DIMENSÃO 


Primeira parte 


A — OBJETIVO 
Estudo da variação da quantidade de movimento numa explosão. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Mesa, dois carrinhos (tipo PSSC) e “tijolos”, dois sarrafos, quatro 
presilhas tipo C. 


C — INTRODUÇÃO 


O carrinho utilizado é munido de uma mola que irá exercer uma força 
súbita sobre o carrinho quando a descomprimimos. Verifique este fato 
inicialmente. 


Para tornar a experiência quantitativa necessitamos medir as velcci- 
dades e as massas dos dois carrinhos. As velocidades não precisam ser 
conhecidas necessariamente em metros por segundo. Podemos conhecê-las 
em função das distâncias percorridas pelos carrinhos durante o mesmo 
intervalo de tenpo. Isto é conseguido com o dispositivo da figura 12. 





| N Em Th FE É 
| US, É Cada 7 
——ee 
l 
Fra. 12 


Deslocando convenientemente o ponto de partida, você pode obter 
uma situação análoga à da figura 12 em que os carrinhos atingem os sar- 
rafos aparadores ao mesmo tempo (praticamente isto se verifica quando 
ou vimos um único impacto de ambos os carros). As distâncias 7; e z2 são 
percorridas pelos carrinhos 1 e 2, respectivamente, com velocidades v1 e v2 
num certo tempo t. Admitindo que as velocidades sejam constantes, 
podemos escrever: 


z1 T2 

a CR 
e vi TI 
T————— — E 
va Ta 


isto é, as velocidades são proporcionais às distâncias percorridas no mesmo 
intervalo de tempo. 
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D — PROCEDIMENTO 


1 — Faça a experiência descrita acima com várias cargas nos carri- 
nhos (utilize três combinações de massas). 


2 — Valendo-se do processo de deslocar o ponto de partida para a 
obtenção de tempos iguais, determine a relação das quanti- 
dades de movimento de seus carrinhos depois da explosão. 


E — QUuEsTIONÁRIO — 1 


a) Qual a modificação de quantidade do movimento de cada carri- 
nho em consegiiência da “explosão” (força súbita)? 


6) Você pode tirar conclusões relativamente à quantidade de movi- 
mento total do sistema depois da “explosão” quando comparada 
com a quantidade de movimento total antes da “explosão”? 

c) Que aconteceria à quantidade de movimento total de seus carri- 
nhos se, ao invés de uma mola, você colocasse um bloco de dina- 
mite e os pedaços dos carrinhos se espalhassem em todas as di- 
reções ? 


Segunda parte 
A — OBJETIVO 


Estudo da variação da quantidade de movimento numa colisão. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Mesa, carrinho (tipo PSSC), tijolos, haste e suporte, fios, marcador 
de tempo (PSSC), pilhas e fita para registro, sarrafos e presilhas, papel 
milimetrado. 


C — PROCEDIMENTO 


O que acontece ao deixarmos cair um tijolo sobre um carrinho 
em movimento, quando este passa por baixo do tijolo, como mostra a 
figura 13? 


Para fazer medidas precisas, registre o movimento em ambos os 
casos, carrinho carregado ou vazio. 


Prende-se num dos lados do carrinho uma fita de papel que passa 
por presilhas e papel carbono que está no marcador de tempo que vibra 
com determinada frequência (fig. 13). O carrinho ao deslocar-se registra 
os espaços percorridos entre os diferentes tiques. 
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Fio. 13 


Para um movimento bem próximo do unifcrme, imprima velocidade 
elevada ao carrinho antes da colisão com o tijclo. 


Considerando as marcas da fita e as massas do carrinho e do tijolo, 
calcule a diferença verificada na quantidade de movimento do carrinho 
e do tijolo. 


D — QuesrtionÁrIO — 2 


a) Como você pode confrontar as quantidades de movimento antes 
e após a colisão? Há conservação da quantidade de movimento ? 


b) Qual a quantidade de movimento horizontal total do carrinho e 
do tijolo antes e depois de interagirem ? 


c) Pelo exame das fitas (faça três corridas) examine a duração do 
tempo da interação. Qual é? 

d) Você pode calcular, aproximadamente, o valor da força horizontal 
aplicada ao tijolo que cai? 

e) Qual a relação da força do item (d) com a força do tijolo aplicada 
ao carrinho ? 


f) Que pode você dizer da quantidade de movimento vertical do 
tijolo ? 

9) Examine o item (f) de três alturas diferentes. Qual o efeito sobre 
o carrinho? Por quê? 


h) Que aconteceria com o tempo de interação, se, ao invés de deixar 
cair um tijolo no carrinho, você suspendesse um funil cheio de 
areia e o deixasse escoar sobre uma caixa no carrinho, quando 
este passasse por baixo ? 


%) Utilizando as medidas do item (9) faça os gráficos g;=-» (t) do 
movimento do carrinho para as três alturas diferentes. (Meça 
as velocidades para cada 3 tiques) (fig. 14). 


7) Interprete a forma dos gráficos durante o tempo de interação. 
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E — RESULTADOS EXPERIMENTAIS 


V (cnpique) 








CONSERVAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO 


Variação da velocidade numa colisão 
unidimensional 


carrinho 





carrinho + tijolo 


0 5 IO 15 20 2S t(tiques 
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8 — CHOQUES BIDIMENSIONAIS 
A — OBJETIVOS 


Muitas das informações que temos a respeito de partículas atômicas 
e nucleares são obtidas experimentalmente por observação dos efeitos 
de colisão entre elas. Vários outros fenômenos, como, por exemplo, as 
propriedades dos gases, podem ser melhor entendidos em termos: de 
colisões de partículas. 

Nesta experiência examinaremos a mecânica dessas colisões. Pro- 
curaremos verificar o Princípio da Conservação da Quantidade de Movi- 
mento e se há ou não Conservação da Energia Mecânica. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Uma mesa recoberta de vidro, sobre o qual se movimentam, quase 
sem atrito, corpos que se apóiam sobre uma almofada de ar (pucks) 
(fig. 15). 

Esses pucks podem ser ligados, por um fio, a um faiscador eletrô- 
nico que emite pulsos de alta tensão (= 2 X 10*V) com frequência bem 
determinada, 
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TELHADO 
MOVEL 











TERMINAL 
CENTRAL DO 
FAISCADOR 





[4 E Ê 
BE 
FAISCA 


Do E 4 
Fia. 15 


Acima dos pucks fica um telhado de vidro. Em uma de suas faces 
fixam-se papel de alumínio e papel celofane, nesta ordem. O papel de 
alumínio serve de terminal para o qual saltam as faíscas dos pucks. É 
ligado ao terminal comum do faiscador. O papel celofane fica marcado 
por estas faíscas e indica a trajetória dos pucks. 


C — FUNDAMENTOS TEÓRICOS 


Os conhecimentos que se fazem mais necessários para a realização 
desta experiência são os relativos ao cálculo vetorial elementar, centro 
de massa de um sistema de corpos, quantidade de movimento de corpos 
e energia mecânica desses corpos. 


De cálculo vetorial é necessário conhecer-se decomposição e soma 
de vetores. 


Centro de massa — Seja um sis- 

tema de três corpos de massas mi, 

a ma, ma, no plano (fig. 16). Consi- 
Q deremos um sistema de coordenadas 
cartesianas com origem arbitrária no 

plano. As coordenadas do centro de 

Ma: massa desse sistema serão dadas por: 


Yi 0.-n ooo. 


da qse 
J2 d----- 





Ema bs 
Em 

= Zmu Vs 
Em; 


fg = 


Yg 





Da e o ais io da a 
DS e 


» onde 7, Y, são as coordenadas dos 
Fia. 16 centros de massa de cada corpo, 
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D — PROCEDIMENTO 


Inicialmente prenda o papel celofane sobre a folha de alumínio que 
já está presa ao vidro. Esse papel deve ser colocado de tal maneira que 
fique com um mínimo de rugas. 


Em seguida, limpe o vidro da mesa e a base dos pucks com um tecido 
que não deixe resíduos, de preferência embebido em um solvente. 

Ligue o ar. 

Leve os pucks para a mesa. 

Com auxílio dos pucks, nivele a mesa. 

Em seguida, coloque o telhado de vidro, apoiando-o inicialmente 
em apenas um dos lados da mesa. Desça o lado não apoiado lentamente, 
ao mesmo tempo que ajusta a altura da ponta da faísca do puck. Com 
o telhado completamente apoiado, ajuste essa altura de tal maneira que 


a distância da ponta ao telhado seja mínima (= 2mm). Isto torna mínima 
a indeterminação da trajetória da faísca. 


Em seguida, ligue os terminais laterais do faiscador aos pucks e 
o central (comum) ao telhado (papel de alumínio). 

Leve cada puck a um dos ângulos adjacentes de um lado da mesa, 
deixando-os numa situação em que a mangueira não provoque rotação. 

Segure os pucks pela haste isolante e provoque um choque oblíquo, 
sem violência, para não deformá-los. Repita algumas vezes, para treino. 

Ligue o faiscador e efetue a experiência, desligando-o em seguida. 


Retire o telhado, passe as trajetórias obtidas para o seu papel mili- 
metrado e efetue os cálculos, 


E — (QUESTIONÁRIO 


| — De que forma o aparecimento de rotação nos pucks, após o 
choque, influi na forma de escrever o princípio da conservação 
da energia e da quantidade de movimento linear? 


2 — Há conservação da quantidade de movimento nas componentes 
dos vetores? 


3 — Qual a variação das componentes da velocidade antes e depois 
do choque, em ambos os pucks? 


4 — Há conservação de energia no choque estudado ? 

5 — Qual o tipo de choque apresentado pelos pucks? 

6 — Determine, graficamente, a trajetória do centro de massa do 
sistema e calcule sua velocidade antes e depois do choque. 

7 — Se houver um erro de 10% na calibração do faiscador, este 
afetará o resultado final? 
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9 — MASSA INERCIAL E GRAVITACIONAL 


A — OBJETIVO 


Determinar as massas inercial e. gravitacional de um corpo num mes- 
mo sistema de unidades, utilizando o efeito que se preduz no período 
de um sistema oscilante, quando se varia sua massa. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Mola, massas diversas, porta-pesos, cronômetro, suporte, garras, 
papel milimetrado. 


C — INTRODUÇÃO 


A massa é uma característica do corpo que se manifesta de duas 
maneiras; a) pela tendência do corpo a resistir à aceleração; b) pela 
atração gravitacional entre o corpo e outros corpos. 


O primeiro aspecto da massa (massa inercial) é expresso pela segurida 
lei de Newton do movimento. As massas dos corpos podem ser compa- 
radas determinando as suas acelerações sob a influência de forças iguais. 
Este é um método dinâmico. A massa inercial de um corpo depende, 
então, somente da quantidade. de matéria do corpo e é, portanto, inde- 
pendente da posição ou estado de movimento do mesmo. 


O segundo aspecto da massa (massa gravitacional) é representado 
pela lei da gravitação universal de Newton. As massas gravitacionais 
dos corpos podem ser comparadas diretamente, comparando seus pesos. 
Este é um método estático. 


Um método dinâmico conveniente para comparar massas envolve 
o movimento harmônico simples de um sistema oscilante. Utilizando 
uma mola com um corpo suspenso, sabemos que a aceleração do movi- 
mento depende da massa colocada, e a expressão que dá o período é do tipo: 


T = 24 a (1) 


onde 


período 

constante de força da mola 
massa suspensa 

massa efetiva da mola 


83325 
DN Na 
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Por meio de cálculo, pode-se mostrar que m” = ae onde m, = massa 
real da mola. 


Quando fazemos o gráfico m versus T?, a existência de m” é o motivo 
pelo qual a curva não passa pela origem. 


A relação (1) estabelece um meio de comparar as inércias dos corpos 
por um método independente de seus pesos (e, portanto, de sua massa 
gravitacional). 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Suspenda a mola no suporte com o porta-pesos, 


2 — Coloque uma massa de 100g e determine o período de oscilação 
do conjunto, medindo pelo menos duas vezes 50 oscilações 
completas. Acrescente massas de 100 em 100g até um máximo 
de 600g e repita o procedimento anterior. Coloque os dados 
obtidos numa tabela. 


3 — Suspenda um corpo de massa desconhecida e determine o 
período de oscilação. 


4 — Faça um gráfico colocando as massas em ordenadas e os qua- 
drados dos períodos de oscilação em abscissas. 


5 — Neste gráfico determine: a) a MASSA INERCIAL do corpo de 
massa desconhecida, utilizando o seu período de oscilação; 
b) a constante de força da mola. 


6 — Por meio de uma balança determine a MASSA GRAVITACIONAL 
do mesmo corpo. 


7 — Utilizando as mesmas massas, de 100g a 600g, determine as 
elongações, x, sofridas pela mola. 


8 — Faça um gráfico colocando as massas em ordenadas e as elon- 
gações em abscissas. Determine neste a constante de força 
da mola. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — São iguais os valores achados para as massas inercial e gravi- 
tacional do corpo ? Por quê? 


2 — Os valores da constante de força da mola obtidos, dinâmica (5) 
e estaticamente (8), devem ser iguais? Por quê? 


3 — A partir desta experiência, como pcderia concluir que a massa 
inercial não depende da forma ou da natureza química do 
objeto ? 
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4 — Em que caso a unidade de massa inercial pode ser indepen- 
dente da unidade de massa gravitacional? 


5 — A mola e o pêndulo simples descrevem movimentos harmônicos 
simples. Por que no pêndulo simples o período independe da 
massa e na mola acontece o contrário? Justifique. 


10 — PÊNDULO SIMPLES 


A — OBJETIVO 


Verificação das leis do pêndulo e cálculo da aceleração da gravidade. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Pêndulo simples que consta de uma massa de forma esférica suspensa 
por um fio de aço de massa desprezível, cujo comprimento pode ser va- 
riado; massas diversas; trena; cronômetro; paquímetro. 

Pode ser esquematizado da seguinte forma: 


fes Sn dadas ss ess O 





C — INTRODUÇÃO 


O período de oscilação do pêndulo pode ser calculado através da 


fórmula: 
T = 2, VE (1) 


Experiências de laboratório 479 


onde: 


L — distância do centro de suspensão ao centro da esfera 
T — período 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Ajusta-se o comprimento para um determinado valor L, que 
será medido com auxílio de uma trena., 


2 — Executam-se oscilações de pequena amplitude, para cinco valores 
diversos de L, e determinam-se os respectivos períodos (re- 
petir 5 vezes o tempo de 10 oscilações completas). Repetem-se 
as medidas para duas massas diferentes em dois comprimentos L 
quaisquer. Coloque os resultados numa tabela. 


E — GRÁFICOS 


1 — Construa o gráfico T (período) em função de L (comprimento) 
(fig. 18). 
2 — Construa o gráfico Tº em função de L e calcule g (fig. 19). 
3 — Se aplicarmos logaritmos à fórmula (1), para o valor de L = lm, 
teremos: 
27 
log T = log ri (2) 
Construa o gráfico log T em função de log L e calcule q. 


F — QUESTIONÁRIO 


1 — Dos gráficos, é possível concluir-se que os períodos independem 
das massas? Justifique. 


2 — YVariando-se as amplitudes do movimento, o que se pode con- 
cluir dos respectivos períodos ? 

3 — Quais as representações gráficas que se obtêm quando se repre- 
sentam 7T' em função de L, Tº em função de L e log T em fun- 
ção de log L? 

4 — Discuta as transformações de energia que ocorrem durante 
um perícdo do pêndulo. 

5 — Chama-se “pêndulo que bate segundos” aquele que passa 
por sua posição de equilíbrio, uma vez em cada segundo. Per- 
gunta-se: 

a) Qual o período deste pêndulo ? 


b) Determine o comprimento do “pêndulo que bate segundo” 
utilizando o gráfico T? em função de L. 
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11 — MOMENTO DE INÉRCIA 


A — OBJETIVO 


Determinação do momento de inércia de um disco. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Disco de inércia, corpo de 100g, dois cronômetros, paquímetro, 
trena, fio de nylon. 


C — ARRANJO EXPERIMENTAL 


Consta de um disco de latão (4) de, aproximadamente, 25cm de 
diâmetro e lem de espessura, montado com rolamentos em um eixo. 
O conjunto é preso firmemente à 
parede. Concêntrico ao disco e 
rígido com este há um disco de 
fibra (B) de, aproximadamente, 
8cm de diâmetro, que possui um 
pino, onde é preso um fio de nylon 
que se enrola em torno do disco 
e em cuja extremidade está pre- 
so um corpo (0) de massa 100g. 
O aparelho é montado de forma 
a haver uma queda maior que 
150cm. A posição inicial do cor- 
po (C) é apoiado sobre uma 
plataforma (D), que é removível 
por meio de uma mola. Uma 
vez retirada esta plataforma, o 
corpo (C) começa a cair, fazen- 
do girar o disco (4) (fig. 20). Fra. 20 


Tl 


Ella 
j! Mia 


ii 





D — INTRODUÇÃO 


Para determinar o momento de inércia do disco (4), devemos consi- 
derar o princípio da conservação de energia. 


O corpo, durante a queda, perde energia potencial que deve ser igual, 
a menos dos atritos, à energia cinética que o corpo e o disco ganham. 


Portanto, desprezando o atrito, podemos escrever: 


mgh = Sm! + 5 Io? (1) 
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onde 


massa do corpo (100g) 
aceleração da gravidade 
altura de queda do corpo 
velocidade do corpo 
momento de inércia do disco 


velocidade angular do disco (4) [w = >, sendo r o raio do disco de 
fibra (B)). ' 


e me zoa 3 


Na expressão (1) pcdemos determinar experimentalmente todos os 
termos e, portanto, calcular o valor de T. Para uma determinação mais 
rigorosa, devemos levar em conta a energia perdida por atrito. Se jJ é a 
energia perdida pelo atrito, por segundo, e se o corpo demora t segundos 
para atingir o solo, podemos escrever: 

p2 


1 1 
mh=rm tola +h (2) 


No instante em que o corpo atinge o solo e, portanto, se solta do disco, 
3 
este possui a energia cinética > I = que vai ser gasta por atrito du- 
rante um tempo ?, até o disco parar. Portanto 


, 1, 0? 
ft” uma 2 I 5 (3) 
Sendo c« movimento de queda do corpo um movimento acelerado 
que parte da velocidade zero e termina com velocidade v, esta será o 
dobro da velocidade média h/t. Levando-se isto em conta e substituindo 
a energia f obtida em (3) na expressão (2), teremos uma expressão para 1 
somente em função de grandezas que podem ser determinadas experi- 
mentalmente, 


E — PROCEDIMENTO 


1 — Determine à altura de queda do corpo de 100g. 

2 — Determine o raio do disco de fibra, 

3 — Enrole, no disco de fibra, o fio de nylon que prende o corpo, 
tendo o cuidado de obter, se possível, uma só camada de fio 
ou, ao menos, em voltas regulares, de modo a não haver inter- 
ferência quando o fio se desenrolar. Este fio deve sair do pino 
na última volta. 

4 — Coloque o corpo apoiado na plataforma. Apronte um cronô- 
metro. Solte a plataforma e, ao mesmo tempo, ligue o cronô- 
metro. Quando o corpo atingir o solo, desligue o 1.º cronômetro 
e ligue, simultaneamente, o 2.º cronômetro. 
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5 — Desligue o 2.º cronômetro, uma vez que o disco pare. 
6 — Repita a experiência ao menos cinco vezes. 
7 — Calcule o momento de inércia do disco de metal, utilizando a 


expressão obtida de (2) e (3). 
8 — Determine o raio R do disco de latão e a sua massa M, Calcule 
o momento de inércia do disco a partir da expressão 1 = > MRº. 


9 — Determine o erro porcentual entre os dois valores obtidos para 
o momento de inércia. 


F — QUESTIONÁRIO 


1 — Deduza, completamente, a expressão que dá o momento de 
inércia em função das grandezas mensuráveis. 

2 — A que você atribui a diferença obtida para os momentos de 
inércia calculados pelas duas formas diferentes? 

3 — Repetindo a experiência para outras massas m, o momento de 
inércia do disco ainda seria o mesmo? Justifique. 

4 — Você poderia determinar o momento de inércia do disco, cal- 


culando a velocidade angular w em vez da velocidade linear v? 
Como você faria? 


12 — PÊNDULO COMPOSTO 
A — “OBJETIVO 


Verificar as leis do pêndulo composto, calcular a aceleração da gra- 
vidade e o raio de giração do pêndulo fisico. Verificar a reversibilidade. 
B — MATERIAL NECESSÁRIO 


O pêndulo composto consta de uma barra cilíndrica, homogênea, 
possuindo orifícios equidistantes em relação ao centro de massa, os quais 
serão usados como centros de suspensão (fig. 21); trena; cronômetro. 
C — INTRODUÇÃO 


O período de oscilação do pêndulo pode ser determinado pela fórmula: 





1 
T = 2 x “Mg (1) 
onde 
M — massa do pêndulo 
q — aceleração da gravidade 


| — distância do centro de massa ao centro de suspensão 


484 Fisica geral e experimental 


e como 
1 = To + MI 
ou 
1 = Mk? + MU 


onde Jo é o momento de inércia do pêndulo em 
relação a um eixo que passa pelo centro de massa 
e substituindo-se na expressão (1), tem-se: 


E +T 
T=2r RE (2) 


onde k é o raio de giração em relação ao eixo 
que passa pelo centro de massa e | a distância 
do centro de massa ao centro de suspensão. 


Sendo k fixo para um determinado pêndulo, 
T será função apenas de L. 


D — PROCEDIMENTO. 





Fia. 21. Para verificarmos a fórmula (2) procedemos 
da seguinte maneira: 


1 — Suspende-se o pêndulo em cada um dos orifícios equidistantes 
e determina-se o perícdo de oscilação. Repetir, para cada 
orifício, uma vez a medida do tempo de 10 oscilações com- 
pletas. Calcule os períodos. 

2 — Faça as medidas para todos os orifícios que a barra possui. 

3 — Coloque os valores de Le T correspondentes na tabela e faça 
o gráfico (1) colocando T em ordenadas e | em abscissas (fig. 23). 

4 — Da fórmula (2) tire (l T2) em função de (12). Calcule esses 
valores e coloque na tabela. Trace o gráfico (II), colocando 
(T21) nas ordenadas e (12) nas abscissas (fig. 22). 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Em relação a que linha são simétricas as curvas ? Qualo período 
do pêndulo quando | = 0? 

2 — O gráfico (1) obtido condiz com a fórmula (2)? Por quê? 

3 — Qualo valor de | correspondente ao período mínimo ? Que rela- 
ção existe entre k e | quando o período é mínimo? Indique, 
no gráfico (1), os valores de k. 

4 — Por que o melhor valor de g é obtido para | correspondente ao 
período mínimo ? 


Experiências de laboratório 485 


5 — No gráfico (1) trace uma reta paralela ao eixo das abscissas (D), 
para um período maior que o período mínimo. O que repre- 
sentam os 4 pontos de intercepção da reta com as curvas? 


6 — Um par assimétrico desses 4 pontos tem interesse especial. 
Por exemplo, se escolhermos o primeiro ponto como centro de 
suspensão, o terceiro será o centro de oscilação. Se lj e la são, 
respectivamente, as distâncias dos centros de suspensão (1) e 
de oscilação (3) ao centro de massa, verifique, utilizando a 
fórmula (2), que (l + |2) é o comprimento de um pêndulo 
simples síncrono ao pêndulo reversível. 


7 — O gráfico (II) condiz com a fórmula obtida de (2) em que tira- 
ram (l T2) em função de (12)? Por quê? 


8 — Determine, a partir do gráfico (II), os valores de g e k. 


F — REsULTADOS EXPERIMENTAIS 


PÊNDULO COMPOSTO 
T?Le(s*em) 


150 


I00 


as k2s 12 
T= ey 


TAS Al Para 


-— »— q 


1000 2000 3000 (º(cm?) 


Fra 23 
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PÊNDULO COMPOSTO T(s) 
dat, 
T=2T ar o 





60 50 40 30 20 IO O 10 20 30 40 50 60 70 À (cm) 


Fia. 23 


13 — COMPOSIÇÃO DE FORÇAS 


A — OBJETIVOS 

Esta experiência tem por fim estudar sistemas de forças coplanares. 
Em geral temos dois casos: 

a) as linhas de ação de todas as forças passam por um ponto; 


b) as linhas de ação das forças do sistema não passam todas por um 
ponto, 
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Primeiro caso 
B — MATERIAL NECESSÁRIO 


O estudo deste caso é feito por meio de um aparelho que consta, 
essencialmente, de uma mesa com transferidor na sua parte central. 
Na borda estão presos suportes 
com polias. As forças são apli- 
cadas por meio de ccrdas a um 
anel móvel em torno do eixo que 
aparece no centro da mesa (fig. 
24). 


C — INTRODUÇÃO 


Escolhida uma direção de 
referência (ao), determinamos as 
componentes de todas as forças 
mediante a seguinte fórmula: 


X: = F cos (a; = ão) 
Em seguida, verificamos se 


está satisfeita a ccndição de 
equilíbrio: 





R, = 5X, = 0 Fira. 24 


O mesmo deve ser feito, também, para a direção perpendicular à 
direção de referência com o emprego das fórmulas: 


Y, Es F, sen (a, - ao) 


D — PROCEDIMENTO 


Inicialmente, colocamos massores num prato. Em seguida pro- 
curamos escolher os menores massores que, postos nos outros pratos, con- 
sigam desencostar o anel do eixo, indicando assim que as condições de 
equilíbrio estão satisfeitas dentro da aproximação com que é feita a expe- 
riência. Então, procedemos à leitura dos ângulos a, e, feita a escolha da 
origem Go, efetuamos os cálculos. 


E — QUESTIONÁRIO 
1 — Verifique a validade das condições 


R,p = ZX, = 0 


para o sistema de forças empregado. 
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Calcule o desvio relativo nas duas direções ortogonais. 


A que você atribui os desvios observados ? Fisicamente, qual 
a principal causa do desvio ? 


2 — Suprima a força atuante em um dos pratos. Qual o valor da 
resultante no sistema? É ela constante? Justifique. 


3 — Se as forças não forem coplanares, pode haver equilíbrio ? 
Justifique. 


Segundo caso 
F — PRroCHDIMBNTO 


Para estudar o segundo caso devemos colocar sobre a mesa um disco 
de ferro (fig. 25). Entre a mesa e o disco temos rolamentos que lhe per- 
mitem mover-se suavemente. Sobre o disco prendemos uma folha de 
papel e com um procedimento análogo 
ao do primeiro caso procuramos atin- 
gir uma posição de equilíbrio. Então 
passamos sobre o papel as direções 
e os valores das forças. 


Retirado o papel, fixamos uma 
direção de referência ao e medimos 
com transferidor os ângulos a,. Depois 
repetimos os cálculos feitos no pri- 
meiro caso com o emprego de fórmulas 
idênticas. Verificamos, assim, a pri- 
meira condição de equilíbrio. 
Escolhido depois um ponto de referência, determinamos os valores 


algébricos dos momentos de todas as forças do sistema. Poderemos, 
agora, verificar a segunda condição de equilíbrio: 





Fra. 25 


ZM, = 0 
G — QUESTIONÁRIO 
1 — Verifique, para o sistema em equilíbrio que você conseguir, 
a validade das condições 
ZX;, - 0 
ZY, - 0 EM, - ( 


Calcule os desvios relativos das três condições acima. 


À que você atribui os desvios observados? Fisicamente, qual 
a principal causa do desvio? 


2 — Que efeito produzirá sobre o disco uma força que não passe 
pelo centro da mesa? 
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3 — Quando um sistema de forças paralelas aplicadas ao disco tiver 
resultante que não passa pelo centro do mesmo, poderá apre- 
sentar unicamente uma translação ? Justifique. 


4 — Se você aplicar ao disco dois binários e produzir equilíbrio, 
você considera necessário que: 


a) eles sejam coplanares? 

b) eles produzam rotações em sentidos contrários ? 

c) à resultante das forças aplicadas seja nula? 

d) os binários tenham momentos nulos ? 

e) a soma dos momentos dos binários seja nula? 

j) os dois binários tenham um binário resultante nulo ? 


9) os dois binários sejam equivalentes a uma só força cuja 
direção contém o centro da mesa? 


Justifique. 


14 — MEDIDA DO MÓDULO DE YOUNG 


4 — OBJETIVO 


Medida do módulo de Young, utilizando-se um fio de secção circular. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Aparelho para o módulo de Young, micrômetro, massas aferidas, 
suporte das mesmas, trena, fio metálico, folha de papel milimetrado 
(fig. 26). 


C — INTRODUÇÃO 


Um fio metálico submetido a um esforço de tração sofre uma defor- 
mação elástica que consiste num aumento de comprimento e numa con- 
tração transversal. 


Entre a tensão T aplicada ao fio e a elongação A L existe uma relação 
simples dentro do limite de proporcionalidade 


AL 
Ho 


O coeficiente de proporcionalidade Y, característico da substância, 
se chama módulo de elasticidade por tração ou módulo de Young. O 
módulo se expressa, em geral, em kg*/mm?, kg*/em? ou dinas/cm?, 
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O valor do módulo é obtido 








pcr: 
Y = P/x r? - P É L 
4 L/L x.r? AL 

onde 


P — carga que produz a variação 
de comprimento 


L — comprimento inicial do fio 
r — raio do fio 


AL — aumento do comprimento do 
fio 





Fra. 26 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Determine, com a trena, o comprimento L do fio e o diã- 
metro do mesmo com micrômetro. 

2 — Coloque uma massa inicial de 500 gramas para manter o fio 
esticado e faça a leitura correspondente a esta posição. 

3 — Varie as massas de 200 em 200g até, aproximadamente, 1.700g, 
lendo as variações de comprimento do fio no micrômetro. (As 
leituras devem ser feitas quando a bolha do nível estiver na 
posição exata.) 

4 — Faça as mesmas leituras em ordem inversa, retirando os pesos. 


5 — Os valores 4 L a serem usados serão obtidos da média dos dois 
valores de 4 L, para uma determinada massa, lidos no acrés- 
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cimo e retirada das massas. Coloque todos os valores em uma 
tabela. 


6 — Coloque num gráfico os valores de 4 L obtidos, em função das 
massas (fig. 27). 


7 — A partir do mesmo determine o valor de Y. 
E — QUESTIONÁRIO 
1 — Por esta experiência se pode comprovar a lei de Hooke ? Como ? 
2 — Qual fatcr que mais influi no erro do resultado ? 
3 — Se aumentássemos o diâmetro do fio, como se apresentaria o 
gráfico obtido no item (6)? 
4 — Se aumentássemcs o comprimento L do fio, apareceria alguma 


modificação no gráfico cbtido no item (6)? 


F — RESULTADOS EXPERIMENTAIS 


[Res Ge spa ee NeS Pd RA de a dp 
MODULO DE YOUNG 
| Fio de lotão d=0,45 mm 
L=97,0mm 
Ni = 10,8 10'9/cm? 
OL, 
(10Omm) 
50 
40 
30 
| 
20 
IO 


200 400 600 800 1000 Plgf) 


ssa na DE Ses Da O e a] 
Fra. 27 
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15 — MEDIDA DO MÓDULO DE RIGIDEZ 


À — OBJETIVO 


Determinar o módulo de elasticidade por torção, ou módulo de 
rigidez. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Barras de metal 
para serem medidas; 
paquímetro, trena; dois 
suportes para fixar as 
barras (num deles é 
adaptada uma polia gra- 
duada com um nônio. 
“No bordo dessa polia 
passa uma fita de aço 
que suspende um prato, 
onde são colocadas mas- 
sas aferidas para produ- 
zir torção na barra, 
como na figura 28); 
massas aferidas; uma 
folha de papel milime- 
trado. 


Ao a se 


a 





Fira. 28 


C — FUNDAMENTOS TEÓRICOS 
Trata-se de verificar a validade da fórmula 


ruo Ri 


E o SO 





onde 
C — momento da força F aplicada e que produz a torção 


R — raio da barra. 
| — comprimento da barra 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Fixe a barra de metal nos dois suportes. 

2 — Ajuste o zero do nônio com a escala da polia. 

3 — Coloque no prato massas aferidas de 200 em 200g até lkg, 
aproximadamente, e leia na escala o ângulo de torção. 

4 — Leia novamente os ângulos à medida que for retirando as 
massas, Considere a média das medidas correspondentes. 
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5 — Meça o diâmetro em vários pontos da barra com um micrô- 
metro e tome a média desses valores. 


6 — Meça o comprimento da barra. 
7 — Meça o diâmetro da polia graduada. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Calcule o módulo de rigidez, a partir do coeficiente angular da 
reta 6 X F. Expresse o resultado em kgf/mm? e dinas/cm? 
(Fig. 29). 

2 — Se o diâmetro da barra fosse dobrado, como seriam os valores 
de 6 para as mesmas massas colocadas no prato ? 

3 — Sendo qu característico do material, o que ocorrerá com o coefi- 
ciente angular da reta 0 X F se a barra for de secção reta 
quadrada ? 

4 — Como varia o ângulo de torção com o comprimento da barra? 

5 — Os valores de 8 e F correspondentes seriam os mesmos se a 
barra fosse oca? Explique. 


F — RESULTADOS EXPERIMENTAIS 


MODULO DE RIGIDEZ 
BARRA CIRCULAR DE ALUMINIO 


R=z3,2mm 
À= 1000 mm 
H=2,48X10"dina em? 





Fra. 29 
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Dedução da fórmula para €C. — A fim de medir « usa-se, em geral 
um fio ou cilindro de secção circular fixo em uma extremidade; uma 
força é, então, aplicada na outra extremidade, de modo a produzir um 
cisalhamento no fio ou tubo (fig. 28). A direção em que a força atua é 
indicada pela seta. 

Se l é o comprimento (fig. 30) do fio, o arco CG = lp = rê. Então 


r0 


l 
À tensão é dada por 


af 
2xr.dr 


onde df é a força aplicada na 
área 27r.dr. 
Portanto 


df 
= 2rr.dr 
P 


Daqui se obtém 
df = 2rrpudr 








ou | 
rdf = 2xr?qudr 


Usando a expressão de q 





rdf = “Eb ja gp 


Fra. 30 


onde r df é o momento da força df em relação ao eixo; o momento total é 


R R. 4 
M=f rdf=/ Prle sda TT co 
0 0 


Medindo M e 8 pode-se obter u 
q uR+ E 2 M 1 
DE. CR E g Rº 
Em lugar de torcer a barra diretamente, pendura-se uma massa m numa 


roldana de raio (H) maior que R, rigidamente presa à barra. O peso mg 
cria, pois, um momento M = mg H que é aplicado na barra 


o 2mg HI 
0x7 R+ 








E 
x 


Co 


Dedução da fórmula das molas. — Quando se aplica uma 
força F na extremidade inferior de uma mola, cela sofre uma distensão 
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Az; a relação entre F e Az é linear, como a lei de Hooke 


(fig. 31). . 
P = KAgz 
uR+t 
K = 4 N8º 
onde 


N — número de voltas da mola 
R — raio do fio que constitui a mola 
8 — raio em que o fio da mola é enrolado 


Vamos deduzir esta fórmula. A força F tende a fazer F 
o fio girar (fig. 32); o problema é, pois, o de torção de um 
fio, como no caso anterior. O comprimento do fio da mola 
(se fosse desenrolado) é Fra. 31 
| = 27 N8 


A constante C para este fio 
é, pois, 


ruR+ 


is 2.2 7Ns 


O momento da força aplica- 
da é M = Fs e provoca uma 
rotação 0;0 é o ângulo do qual 
todo o fio gira e não apenas 
uma espira. 


so = Az (fig. 33) 





DS a 8 Essa ESSE 


P = KAZz onde K é a constante da mola 


Pode-se, também, escrever 


. PO ans 
x Az Rº 


Observe-se por esta fórmula que u é diretamente proporcional a 
s$ e inversamente proporcional a Rº. 
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16 — ESTUDO ESTÁTICO DAS MOLAS 


A — OBJETIVOS 


Verificar a lei de Hooke. Determinar o módulo de rigidez (ou módulo 
de cisalhamento) do fio da mola. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Molas cilíndricas em espiral; suporte de masssas aferidas; massas 
aferidas; micrômetro; paquímetro; escala vertical para medir desloca- 
mentos; papel milimetrado. 


C — INTRODUÇÃO 


Uma mola feita com fio de secção circular enrolado na forma de 
hélice cilíndrica é fixa em uma extremidade e a outra se desloca ao acres- 
centarmos massas aferidas em um suporte preso a ela. Para cada peso 
aferido P acrescentado, a mola sofre um deslocamento (x) conforme a 
figura 34. 


Como vimos, no texto, vale a relação 


FP = Kz 
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onde 


4 NR? 


urt 





= K — é à constante da mola 


(Por meio desta pode-se obter, estaticamente, K e, portanto, qu.) 


R — raio da mola e r o raio do fio que a constitui 
N — número de espiras 
u — módulo de rigidez do fio 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Para determinar u, fixe uma extremidade da mola, a um suporte 
e, na outra, coloque o suporte das massas aferidas. Determine, 
em uma escala paralela ao eixo da mola, a posição da parte 
inferior do prato do suporte (lo). 


2 — Acrescente massas aferidas de 10 em 10g (até 50g), lendo sem- 
pre o deslocamento do ponto de referência (lj, lo,...). Estas 
medidas devem ser feitas no acréscimo e na retirada das massas. 
As diferenças entre lo e os |, sucessivos darão os deslocamentos x, 
correspondentes aos acréscimos de pesos P,. 


3 — Com um micrômetro meça o diâmetro do fio em diferentes 
pontos da mola. 


4 — Com um paquímetro determine várias vezes o diâmetro interno 


da mola. 
5 — Conte o número de espiras da mola. 
6 — Coloque todas as medidas em uma tabela. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Trace o gráfico (1), colocando os pesos P, em ordenadas e os 
deslocamentos correspondentes x, em abscissas. A partir do 
gráfico (1) calcule o valor K utilizando a equação (2) e, deste, 
o valor de qu. 


2 — Repita a experiência para 3 fios de raios r diferentes. Verifique 
que u é inversamente proporcional a rº. 


3 — Repita a experiência para 3 molas feitas com o mesmo fio, mas 
enrolado em raios R diferentes. Verifique que u é diretamente 
proporcional a Rº. 
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F — RESULTADOS EXPERIMENTAIS 


Variação do módulo de rigidez com o diâmetro do fio e diâmetro da 
mola (fig. 35). 


u X 1011 dina/em? 





MODULO DE RIGIDEZ 


VARIAÇÃO DE LU COM O VARIAÇÃO DE Li COM O 

RAIO DA MOLA PARA pxio!d/cm? DIÂMETRO D FIO PARA 

3 DIÂMETROS DE FIO 3 RAIOS DE MOLAS DIFERENTES . 
p 16º d /emê R(mm) 
4 d E 4 ; 
3, 045 | ape / 


+ 125 | Í E 





0,45 1,25 1,66 


Fra. 35 
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17 — PÊNDULO DE TORÇÃO 


A — OBJETIVO 


Determinação do momento de inércia do pêndulo de torção. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Um disco de latão (4), preso a uma barra cilíndrica (B) e suspenso 
por um fio de aço (C) a um suporte rígido (D); anel de latão ajustável 
ao disco (fig. 36); paquímetro, cronômetro, balança. 





C — INTRODUÇÃO 


Sabemos que o momento de inércia pode ser relacionado com o 
período de oscilação do pêndulo, da seguinte forma: 


T = 2« Nº (1) 


onde 1 é o momento de inércia do disco, T o período e T o momento do 
binário de restauração por unidade de deslocamento angular. Se sobre 
o disco colocarmos um anel concêntrico com ele, o novo período T” será: 


T' = 2 se = A (3) 
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onde 7' será o momento de inércia do anel em relação ao eixo de suspensão. 
Se m for a massa do anel, r1 e r2 respectivamente os raios interno e externo 
do anel, e se o seu centro coincidir com o eixo de suspensão, 


pa" no )) (3) 


Elevando-se (1) e (2) ao quadrado e, dividindo-os membro a membro, 
teremos: 
Têm (ni +ro) (4) 
2(T3- T9) 


D — PROCEDIMENTO 


1 — Determine o período de oscilação (7) do disco sem o anel, 
medindo 10 vezes o tempo de 10 oscilações completas. 


2 — Determine o período de oscilação (T”) do conjunto com o anel, 
medindo 10 vezes o tempo de 10 oscilações completas. 


3 — Determine a massa do anel. 
4 — Meça os diâmetros, interno e externo, do anel. 


E — (QUESTIONÁRIO 


1 — Qual o momento de inércia do disco? 


2 — Por que o momento de inércia do sistema disco-anel utilizado 
é igual à soma dos momentos de inércia de cada um separa- 


damente? 

3 — Se mudarmos as características físicas do anel (raios, massa 
material), o momento de inércia do disco será modificado ? 
Justifique. 


18 — MOVIMENTO HARMÔNICO AMORTECIDO 


A — OBJETIVOS 


Estudar o movimento harmônico amortecido e determinar o decre- 
mento logarítmico. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Disco utilizado no pêndulo de torção provido de espelho em seu 
eixo de suspensão; escala graduada; fonte luminosa; cronômetro. 
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€ — ARRANJO EXPERIMENTAL 


Um disco D (utilizado no pêndulo de torção) é munido de um espelho 
E sobre o qual incide um feixe de luz vindo de fonte luminosa L. Este 
feixe reflete-se e incide sobre a escala translúcida R, permitindo ler as 
amplitudes máximas do movimento oscilatório amortecido que realiza 
o disco, quando imerso em meio viscoso (fig. 37). 





Fra. 37 


D — INTRODUÇÃO 


Em todos os movimentos oscilatórios estudados até agora, foram 
desprezadas as forças de atrito do meio. Na realidade, devido ao atrito, 
as amplitudes de oscilação devem decrescer gradualmente a zero. Um 
movimento deste tipo é chamado movimento harmônico amortecido. 


Pela segunda lei de Newton, a equação de movimento de um oscilador 
harmônico amortecido é F = ma, onde F é a soma das forças de restau- 


ração -kx e de atrito -R a A constante R é positiva. Podemos 
escrever, portanto: 


dx d?z 
deb ma 
ou 
d2z dx 
ma tê thkz=0 (1) 


Se R for pequeno, a solução desta equação será do tipo 


= Age dtcos wtl (2) 
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Sugestão 1. Substitua a solução (2) na equação (1) e verifique que: 


R 


2m 


n R? 
4m? 


b = (2 a) 





k 
e w = a 
m 


Chama-se amortecimento o quociente de duas elongações máximas 
sucessivas: 


je e (3) 
Tn+1 





Denomina-se decremento logarítmico o logaritmo natural do amor- 
tecimento k 
À = log, k 


ou 


x Ge jp (4) 
Tu+1 





e sabendo-se que duas elongações máximas sucessivas estão separadas 
por um intervalo de tempo 7/2, resulta que: 


bT 
2 


(5) 


E 


> 
O 





Fra. 38 
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Sugestão 2. Deduza a expressão (5) partindo da expressão (2). 


Para determinarmos o valor de À precisamos das amplitudes má- 
ximas 7, que são medidas com relação à posição de equilíbrio Ao (fig. 38). 
Sendo esta pcsição de difícil determinação, vamos utilizar somente os 
pontos de oscilação máxima (Ai, A4z,..., An) e para tal precisamos 
modificar a expressão (4). 


Temos, por definição: 


ps aa Tn 





za Za = EM) = A (6) 
Portanto 
o ss die dã ceara line 
za za Tn+1 


Por outro lado podemos escrever: 


Io (o e) atm (E)! 
Ta za En+1 





Portanto 
In (= ) = nn (= 
En+l lt 2 
Logo 
1 z1 
A = Es In Ea (7) 


Para podermos utilizar as oscilações máximas (4ij, 42,..., 45), 
vamos escrever: 





1 = T2 2 tz = Ti TT 12 T 12 
xa Z3 0 CC za Z2 + 23 
2 (Tt . 2 t+ as 
T3 Za C 23 Zz3 + 4 
Portanto 
n (E -in(ia nie... To + ger) 
z2 n Tz2 + 73 xa + za In+1 + Tn+2 
Logo 
1 2,303 
A =—In to. ou A = E ——— logio id (8) 
Bn+1 Bn+1 
onde 
Bi = tz + 72 
Ba = t3 + 2x4 
Bra+i = Tn+1 + Zan+2 


onde n é o número de meios períodos decorridos. 


504 Física geral e experimental 


E — PROCEDIMENTO 


1 — Coloque o disco dentro de um recipiente com água e faça-o 
oscilar. Determine o período de oscilação. 

2 — Registre em uma tabela as posições máximas atingidas pela 
mancha luminosa à esquerda e à direita. Leia no mínimo 10 
amplitudes. 

3 — Como o zero da escala está no centro da escala R, a soma das 
posições à esquerda e direita respectiva dão as amplitudes Bs. 


4 — Utilizando a expressão (8), calcule o decremento logarítmico 
para este pêndulo na água. Lembre-se de que n representa o 
número de meios períodos. 

5 — Faça um gráfico em papel mono-log, colocando as elongações 
de ordem ímpar no eixo logarítmico e o período no eixo linear. 


F — QUESTIONÁRIO 


1 — O valor de À aumenta se o disco oscilar no óleo em vez de na 
água? Justifique. 
2 — Que movimento teremos se fizermos R = 0 nas expressões (2a) ? 


3 — Quando a força de atrito for grande, o movimento não será 
mais periódico e, portanto, o = 0. Qual será o valor de R neste 
caso? Como se denomina este movimento? Represente este 
caso em um gráfico, x em função de 1. 


4 — A partir do gráfico monologarítmico, calcule o valor da cons- 
tante b e, à partir deste, o decremento logarítmico A. Compare 
os resultados. 


19 — CORDAS VIBRANTES 


A — OBJETIVO 


Verificação experimental da fórmula relativa à freqiiência de vi- 
bração das cordas. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 

Gerador de audiofrequência com frequência variável entre zero e 
1kHz; alto-falante usado como vibrador; massas graduadas (fig. 39). 
C — INTRODUÇÃO 


Tomemos uma corda fixa nas suas extremidades e sujeita a certa 
tensão. 
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Fra. 39 


Se excitarmos um ponto desta corda por meio de um vibrador, de 
frequência qualquer, toda a extensão da corda entrará em vibração. 

São as chamadas vibrações forçadas. 

Há certas frequências de excitação, para as quais a amplitude de 
vibração da corda é máxima, e, além disso, formam-se, na mesma, ondas 
estacionárias (fig. 40). 

Estas são as fregúências próprias da corda. 

Quando a frequência do excitador (vibrador) é igual a uma das fre- 
quências próprias da corda, dizemos que o vibrador e a corda estão em 
ressonância, 

Lagrange deduziu que uma corda de comprimento Lo, de densidade 
linear p, sujeita a uma força tensora F, tem suas frequências próprias 
dadas por 





n FP 
fm 3Lo VA (1) 


onde n = 1,2,3,... é o número de ventres das ondas estacionárias. 


Note-se que, para um determinado conjunto de valores fixos de L, 
Fe p, à frequência própria da corda não é única, mas uma sucessão. 


Para n = 1 temos a chamada freqiiência fundamental: 
1 F 
A = 2Lo VE 


As outras frequências, chamadas 2.º harmônica, 3.º harmônica, etc., 
são múltiplas desta frequência fundamental: 





fa = 2f fa=3fA cc. fruv nf 


Como poderá ser observado na experiência, em geral a amplitude 
das vibrações decresce com o crescimento de n. 
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D — PROCEDIMENTO 


Estudar separadamente a dependência da fregiiência com cada um 
dos parâmetros da corda. 


1 — Harmônicos. 
Vimos que f=nji, n=1,2,3,... 
L fixo 


p fixo (escolha uma corda de densidade média) 


a) F: escolha um valor fixo entre 50 e 400g. 


Depois de verificar o ajuste zero do gerador, varie lentamente a 
frequência do mesmo, a partir de zero, anotando as frequências de resso- 
nância paran = 1,2,3,4e 5. Procure a máxima amplitude em cada caso. 


Faça o gráfico f X n (fig. 41). 

Trace a melhor reta. 

b) Agora repita esta parte da experiência para 3 (três) outros valores 
de F (sempre compreendidos entre 50 e 400g). 


Faça uma tabela das freqiiências de ressonância, encabeçando as 
colunas pelos valores de n e as linhas pelo de F. 
Ponha os resultados no mesmo gráfico (fig. 43). 


2 — Dependência da jregúência com o comprimento da corda. 


Em vez de variar o comprimento físico da corda, use o seguinte 
artifício: neste item considere como “corda” a parte da mesma com- 
preendida entre dois nós consecutivos. 

Por exemplo: quando a corda apresenta 3 (três) ventres, considere 
como “comprimento da corda” o comprimento total dividido por três. 


Aproveite os dados referentes a uma das retas do item anterior para 
construir o gráfico j — (fig. 42). 


a L————+ L=Loy, 


Fra. 40 
po vê E 1 
Como L é a única variável, neste caso devemos ter | = Ki T onde 
K, = constante. 


3 — Dependência da jregiúência com a força tensora. 
Se a força tensora é a única variável, a fórmula (1) fica: 


f=kK, YF 
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Aproveite os dados contidos na tabela feita no item 1 e trace o 
gráfico log f X log F. 


Determine, do gráfico, o valor numérico e a unidade de Ka. 


4 — Dependência da jfregiência com a densidade linear da corda. 
Mantenha: F constante, L constante e n constante 


Nestas condições a fórmula (1) fica sendo 
1 
f= ks . 
Determine a densidade linear de cordas de 4 diâmetros diferentes, 
pesando um pedaço de cada uma na balança analítica. 


Utilizando novamente o gerador (reajuste a frequência zero), deter- 
mine as frequências de ressonância. 


Trace o gráfico logf X log p (fig. 44). 
Determine o valor numérico e unidade de Kg. 


E — QUESTIONÁRIO 
Harmônicos. 

| — Seu gráfico prova a expressão fa = nfi? Justifique. 
Dependência da jregúência com o comprimento da corda. 

2 — Seu gráfico verifica a fórmula f = Ki +? Justifique. 
Dependência da jfregúência com a jfôrça tensora. 

3 — Seu gráfico prova a fórmula | = Ka NF? Justifique. 
Dependência da fregiência com a densidade linear da corda. 


4 — Seu gráfico verifica a expressão f = Ks =? Justifique. 
p 
5 — Dentro da precisão de seus resultados experimentais você acha 


que a fórmula de Lagrange é correta? Justifique. Caso res- 
ponder pela negativa, como poderia melhorá-la ? 


F — RESULTADOS EXPERIMENTAIS 


p = 2,2 mg/cm 
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CORDAS VIBRANTES 





Fra. 41 


CORDAS VIBRANTES 


F=200 gf 


vu(ioém:!) 





Fra. 42 
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CORDAS VIBRANTES 


Ps 2,2 (M9/cm) 
L= 180 cm 


F(gf) 





Fia. 43 


CORDAS VIBRANTES 


F= 200 ut 
Ls 1580 im 


P(T9em) 





lia. 44 
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20 — TERMÔMETRO A GÁS 


A — OBJETIVOS 


Calibrar um termômetro. Determinar o zero absoluto de tempe- 
ratura. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Termômetro a gás a volume constante; gelo fundente; aquecedor 
de água; papel milimetrado. 


C — INTRODUÇÃO 


Variando-se a temperatura de um gás contido em um recipiente, 
ou haverá mudança de volume se mantivermos a pressão constante, ou 
ele exercerá pressões diferentes se o volume for mantido constante. 


A experiência presente é baseada na segunda alternativa. 
A segunda lei de Charles — Gay-Lussac diz: 
À volume constante, as pressões (p) de certa massa gasosa são uma 
função linear da temperatura 
p=Po(L+BO .. p=poBt= po 


onde po é à pressão da massa gasosa a 0ºC e 8 é o coeficiente de variação 
de pressão a volume constante, sendo seu valor experimental para todos 


os gases == por grau centígrado. Portan- 


to, se a temperatura de um gás mantido a 

volume constante é reduzida de 273º€ 

C abaixo de 0ºC, a variação de pressão será 

1 

273 X 25 

— será igual à pressão inicial po a OC e a 

pressão final será zero. Este mínimo de 
temperatura é chamado zero absoluto. 


Vamos determinar, experimentalmen- 
te, este valor. 


Do ou à variação de pressão 






JODRLA DOCA DEC RASTA TATO 


D — ARRANJO EXPERIMENTAL 


Consta o termômetro a gás de um 
bulbo de vidro 4, que contém ar, ligado 
por um tubo de borracha flexível a um 
Fira. 45 ramo aberto de um manômetro de mercúrio 
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(B). O bulbo é fechado por uma torneira (F) e está preso a um vaso 
(D). O ramo aberto pcde-se deslocar sobre uma régua milimetrada (0) que 
permite indicar a altura da coluna de mercúrio no manômetro. O volume 
é mantido constante nas diferentes temperaturas, ajustando a pressão até 
que o nível de mercúrio no tubo fechado fique sempre na referência (E). 
A pressão é lida em termos da diferença de nível de mercúrio nos dois 
ramos (fig. 45) 


E — PROCEDIMENTO 


1 — O ar no bulbo deve ser seco e o mercúrio limpo. Certifique-se 
de que a torneira F esteja bem vedada com graxa e bem presa 
por meio de elásticos. 


2 — Leia no barômetro do laboratério a pressão atmosférica. 


3 — Coloque água gelada e gelo no vaso D até próximo à torneira. 
Espere atingir o equilíbrio térmico e ajuste a pressão até que 
o nível do mercúrio fique em E. Determine a pressão do ar e 
acrescente ou subtraia a pressão atmosférica para ter a pressão 
real do ar, à temperatura do gelo fundente. 


4 — Coloque água somente para cobrir o aquecedor de água (o 
bulbo A ficará fora da água), tampe o vaso D e aqueça a água 
à ebulição. Uma vez atingido o equilíbrio térmico, ajuste a 
pressão até que o nível do mercúrio fique em E. Determine 
a pressão do ar e acrescente ou subtraia a pressão atmosférica 
para ter a pressão real do ar à temperatura do vapor de água. 


5 — Com os valores obtidos faça um gráfico, colocando as pressões 
em ordenadas e as temperaturas em abscissas (deixando espaço 
para temperaturas negativas) (fig. 46). 


F — QUESTIONÁRIO 


1 — Utilizando os dados obtidos nos itens (3) e (4), você pode cali- 
brar um termômetro. Por quê? Explique ccmo você deter- 
minaria uma temperatura qualquer com o termômetro a gás 
a volume constante assim calibrado. 


2 — A partir do gráfico do item (5), você pode determinar o ccefi- 
ciente de variação de pressão a volume constante. Como? 
Que valor obteve no seu gráfico ? 


3 — Extrapole a reta obtida no gráfico até a pressão igual a Zero. 
Compare a temperatura achada nesse ponto com o valor-padrão 
do zero absoluto. Qual o desvio relativo ? 


512 Fisica geral e experimental 


G — RESULTADOS EXPERIMENTAIS 


TERMÔMETRO A GAS 


P(cmHg): 


-300 *-270C -200 200 t(ºC) 





Fira. 46 


21 — CALORÍMETRO DE MISTURAS 


A — OBJETIVO 


Medida do calor específico de sólidos e líquidos usando o método 
das misturas. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Calorímetro de misturas, termômetros graduados em 1/10 de grau, 
recipientes comuns, balança, ebulidor, amostras de sólidos e líquidos 
(fig. 47). 


C — INTRODUÇÃO 


Para aumentar a temperatura de um corpo homogêneo, devemos 
fornecer calor ao mesmo, e a quantidade de calor (Q) necessária é propor- 
cional à massa m do corpo e ao aumento de temperatura A t. 


Algebricamente temos: 
Q=c.m.at (1) 
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onde a constante de proporcionalidade c é 
chamada calor específico do corpo. 


Desde que a massa m de qualquer subs- 
tância é termicamente equivalente a uma 
massa de água igual a mc (0), a capacidade 
calorífica de um corpo recebe, às vezes, O 
nome de “equivalente em água” do corpo. 
Deve-se notar que o calor específico é uma 
propriedade da substância, e, portanto, é uma 
constante física importante; ao passo que a 
capacidade calorífica é uma propriedade de 
um corpo determinado. 


No método das misturas, geralmente se 
esquenta uma amostra do material em estu- 
do e depois se coloca o mesmo num vaso Fra. 47 
calorimétrico com água fria. 


Supondo uma troca de calor entre o sistema calorimétrico de capa- 
cidade calorífica C que contém uma massa mo de água inicialmente à tem- 
peratura to, e o corpo de massa m1, temperatura t; e calor específico ci, 
onde t; > to, de tal modo que a temperatura final seja t, temos: 





cim (ti -0) = (E-t)(C + mo) (2) 


de onde: 
E (t-t)(C + mo) 
"o Cm (h-d 
D — PROCEDIMENTO 


D Determinação da capacidade calorífica C do conjunto calorimétrico. 


1 — Coloca-se no vaso calorimétrico uma certa massa mo de água 
a uma temperatura to abaixo do ambiente e deixa-se o sistema 
entrar em equilíbrio. 


2 — Aquece-se outra quantidade de água m; à temperatura t: 
acima do ambiente. 
3 — Introduz-se rapidamente esta massa m, de água no calorí- 


metro e lê-se a temperatura t máxima que o conjunto atinge. 
4 — Repete-se a experiência 5 vezes, calcula-se ( e o erro de (€. 


ID) Calor específico de sólidos. 


1 — Colcca-se no calorímetro uma massa de água mo à temperatura to. 

2 — Aquece-se separadamente o corpo cujo calor específico se quer 
determinar; considera-se a temperatura t; da água onde o 
corpo está imerso, como a temperatura do mesmo. 
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3 — Intrcduz-se rapidamente o sólido no calorímetro. Uniformiza- 
se a temperatura do ccnjunto até que o termômetro atinja 
o máximo. Faz-se a leitura desta temperatura t(to <t < tj). 


4 — Repete-se a experiência pelo menos 3 vezes; calcule o calor 
específico cs. 


III) Calor específico de líquidos. 


a) Líquidos não-inflamáveis. 


Intrcduz-se no vaso calorimétrico a massa m; do líquido de calcr 
específico c a determinar (abaixo do ambiente). 


Acrescenta-se a massa m> do mesmo Jíquido, agora a uma tempera- 
tura to (acima do ambiente), e lê-se a temperatura final t. 


Determina-se o calor específico do líquido. 


b) Líquidos inflamáveis. 


Colcca-se no vaso calorimétrico uma certa massa m, do líquido cujo 
calor específico c se quer determinar, a uma temperatura tj. 


Áquece-se um sólido de massa mz e calor específico c; conhecido a 
uma temperatura t2; intrcduz-se rapidamente o sólido no calorímetro 
e uniformiza-se a temperatura; lê-se o máximo de temperatura atingido t. 


Repete-se a experiência 3 vezes. Determina-se c,. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Para o caso da determinação do calor específico de um sólido, 
compare os erros introduzidos na experiência por um erro de 
um grau em t; e um erro de 1/10 de grau em t. 


2 — Por que se sugere na experiência que se escclha uma tempera- 
tura inicial abaixo da temperatura ambiente e que se termine 
a experiência com uma temperatura aumentada apruximada- 
mente da mesma quantidade com relação ao ambiente? 


22 — DETERMINAÇÃO DO CALOR LATENTE 
DE FUSÃO E DE VAPORIZAÇÃO 


A — OBJETIVOS 

Medir o calor latente de fusão do gelo e o calor de vaporização da 
água. 
B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Calorímetro de misturas, termômetros com precisão de 1/10 de grau, 
recipientes comuns, peças de vidro retentoras de água, ebulidor, balança. 
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C — INTRODUÇÃO 


A quantidade de calor necessária para mudar um corpo homogêneo 
do estado sólido ao líquido é proporcional à massa m do corpo; ou seja, 
algebricamente temos: 


Q = Lm (1) 
onde 


Q — quantidade de calor 
m — massa do corpo 


L, — uma constante de proporcionalidade que depende do tipo de substância e 
chamada calor latente de fusão ou calor de fusão 


Similarmente, a quantidade de calor necessária para mudar um ma- 
terial do estado líquido ao de vapor é proporcional à massa m do material. 
Algebricamente temos: 


Q = Lym 


onde Ly, constante de proporcionalidade, depende do tipo de substância 
e é chamada calor latente de vaporização. 


D —- PROCEDIMENTO 


D Medida do calor latente de fusão. 


1 — Determina-se primeiramente a capacidade calorífica (0) do 
calorímetro, do modo indicado na experiência do calorímetro 
de misturas. 


2 — Colcca-se no vaso calorimétrico uma certa massa mo de um líqui- 
do cuja temperatura inicial to é maior que a do ponto de fusão 
do corpo em estudo. 


3 — Introduz-se no calorímetro o corpo sólido, cujo calor de fusão 
se quer determinar, de massa m; e temperatura th. 


4 — Determina-se a temperatura final t do calorímetro, após a 
fusão completa. 


5 — Sendo c; o calor específico da substância do corpo, quando 
sólido, c2 quando líquido, co o calor específico do líquido con- 
tido no vaso calorimétrico, tz a temperatura de fusão da subs- 
tância em estudo e L, o seu calor de fusão, determine L,. 


6 — A experiência deve ser repetida pelo menos 5 vezes; calcule 
o desvio-padrão do valor médio. 
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ID Medida do calor de vaporização. 


1 — Coloca-se o líquido cujo calor latente se quer determinar num 
vaso de vidro e faz-se ferver por meio de um ebulidor (fig. 48). 

2 — Lê-se num termômetro a temperatura de ebulição do líquido. 
Seja t esse valor. 

3 — Num calorímetro coloca-se uma certa massa m do mesmo 
líquido, cujo calor específico é c, e determina-se a temperatura 
inicial t, do líquido. 





Fra. 48 


4 — Assim que se inicia a ebulição do líquido, mergulha-se o tubo de 
borracha ligado ao retentor de água no calorímetro. O,vapor 
se condensa neste; depois de um certo intervalo de tempo, 
retira-se o tubo e uniformiza-se a temperatura. Determina-se 
a nova temperatura tz (máxima) e o acréscimo de massa (Am) 


verificado. 
5 — Calcule o calor latente de vaporização (Lv). 
6 — Repita a experiência 5 vezes pelo menos e calcule o desvio- 


padrão do valor médio. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Que erro percentual no valor de Ly seria causado pelos se- 
guintes fatores: 


a) um erro de 5% na capacidade do calorímetro ? 
b) um erro de lg em Am? 
c) um erro de 0,1ºC no valor de ta? 
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23 — LEIS DOS GASES PERFEITOS 


A — OBJETIVOS 


Verificar a lei de Boyle; calcular o coeficiente de dilatação dos gases, 
a pressão constante (a da lei de Charles). 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Tubo de vidro de secção constante fechado numa das extremidades, 
envolto em manga também de vidro com canais de entrada e saída para 
água; termostato, termômetro, tubo de borracha resistente, tubo de 
vidro com extremidade alargada em funil, escalas verticais, suporte, 
mercúrio, barômetro. 


C — INTRODUÇÃO TEÓRICA 


A lei de Boyle é válida, por definição, para os gases perfeitos: 


À temperatura constante, os volumes (V) de certa massa gasosa são 
inversamente proporcionais às pressões (Pp) 


pV = k 


porém, para os gases reais, com temperatura crítica suficientemente 
baixa, essa lei é verificada num entorno bastante amplo da temperatura 
ambiente, como é o caso do ar. Como sabe- 
mos também, a primeira lei de Charles diz: 


À pressão constante, os volumes (V) de / 
certa massa gasosa são uma função linear 
da temperatura. 


V= Vol + at) 


O 





A inclinação desta reta é a mesma para 
todos os gases; se t está na escala centígrada, 
a vale 1/273. 


[E CRNUEAE OC RERRRE ESCADA 


COM RETO 
AM 
polos lasanha fasanlans tasas ho 


D — PRrocEDIMENTO 


1 — Leia a pressão atmosférica H no barô- 
metro do laboratório. 
2 — Leia a temperatura ambiente t,. 


L 


3 — Meça o volume V de ar no ramo 4 (fig. 49) 
por uma quantidade que lhe é proporcional 
— à altura da coluna de ar. Fra. 49 
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4 — Meça à pressão p correspondente, em mm de Hg. Se A for a 
diferença de nível entre os ramos B e 4, aquela pressão será 


p=H+th 


Repita a operação 5 vezes, variando a pressão de uns 10cm 
de Hg, tanto para h positivos como negativos, e de modo que 
uma das leituras se faça à pressão p = H. 


5 — Ligue o termostato e a água circulará em 4, entrando pela 
parte inferior e saindo pela superior. Ajuste no termostato a 
temperatura desejada e, uma vez atingida, espere 5 minutos 
para o ar em 4 entrar em equilíbrio térmico com a água que o 
envolve. Repita as medidas de p e V. Faça essas operações 
para 3 diferentes temperaturas abaixo de 80ºC€. 


Coloque os seus dados em uma tabela. 


TABELA I 


TEMPERATURA (Í VOLUME V ALTURA h PRESSÃO P 
(90) (em) (cm de Hg) (cm de Hg) 


PRODUTO pV 


ge ço | ea SE aaa ea a 





E — GRráÁFIcOos 


1 — Faça um gráfico, cm papel milimetrado, da pressão p em função 
do vclume V, para cada temperatura t. 


2 — Faça um gráfico, no papel milimetrado, do volume V de ar, 
a pressão atmosférica, em função de t. Iixtrapole para t = 0ºC. 


F — QUESTIONÁRIO 


1 — O diâmetro do tubo 4 precisa ser uniforme? Por quê? 


2 — Qual a forma das curvas cbtidas no gráfico 1? O prcduto pV, 
calculado na tabela I, se mantém censtante? Que indicam os 
resultados de suas medidas ? 


3 — A sua medida de ““vclume” tem erro, digamos de ômm, a va- 
riação de volume V- Vo tem erro de 2mm e a temperatura, 
erro de 0,5ºC€. Que erro se pode prever na sua medida de a? 
Compare com o valor verdadeiro. 
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24 — DETERMINAÇÃO DA RELAÇÃO (y ENTRE CALOR 
ESPECÍFICO A PRESSÃO CONSTANTE E CALOR 
ESPECÍFICO A VOLUME CONSTANTE PARA GASES 


A — OBJETIVO 


' C 
Determinação da razão y = os para gases. 
º 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Balão de 500cm?, rolha, seringa de injeção de 10cm?, cronômetro, 
balança, paquímetro. 


C — INTRODUÇÃO TEÓRICA 


Este é um método para medir y que usa concei- 
tos relacionados com a Mecânica. O gás é contido 
num recipiente de volume V como indica a figura 50. 
Cocnvenientemente cclecado sobre o recipiente está 
um tubo de seção 4, provido de pistão de massa m, 
que se ajusta perfeitamente ao tubo. Uma vez que 
o gás é levemente comprimido, devido ao peso do 
pistão na sua posição de equilíbrio, sua pressão P é 
um pouco maior que a pressão atmosférica Ps. 


Desprezando o atrito, temos que: 





Fra. 50 


Se dermos ac pistão um leve deslocamento para baixo e o abando- 
narmos, ele oscilará com um período T. 


O atrito fará com que o movimento do pistão seja harmônico amor- 
tecido, o que não afeta a fregiiência. 


Se indicamos por dy o deslocamento do pistão de sua posição de 
equilíbrio, onde dy é positivo quando o pistão está acima da posição de 
equilíbrio e negativo abaixo, um pequeno deslccamento positivo causa 
um aumento de volume dV, pequeno em relação ao volume de equilí- 
brio V, que pode ser obtido por: 


dV = dy. A 


Um pequeno deslocamento positivo causa uma diminuição na pressão 
dP; dP é uma quantidade negativa. A força resultante dF atuando sobre 
o pistão é igual a AdP ou 

dF 


E 
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Quando dy é positivo, dP é negativo e, portanto, dF é negativo, ou 
seja, dF é uma força restauradora. 

Dado que o pistão oscila rapidamente, podemos admitir que as trans- 
formações sofridas pelo gás são adiabáticas 


PV” = const. 
Diferenciando | 
PyVY7idV + VTdP =0 


Substituindo os valores de dV e dP, obtemos: 


PA? d PA? 
dP «= Es FP a<A y 


V 





À equação acima exprime o fato de que a força restauradora é dire- 
tamente proporcional ao deslocamento e em direção oposta. Esta é a 
condição para o movimento harmônico simples, cujo período T é: 


m : fm E 4 r'mV 
T=2. toe Tm2r 4PA? Co VC APT 


D — PROCEDIMENTO 








1 — Limpe, cuidadosamente, o pistão e o cilindro. Dê um desloca- 
mento para baixo e uma pequena rotação à parte superior do 
pistão e abandone-o. 


2 — Determine o tempo de, ao menos, 10 oscilações completas por 
meio de um cronômetro. 

3 — Determine o raio do tubo com o paquímetro, meça o volume V 
do gás e a massa do pistão. 


4 — Repita a experiência ao menos 10 vezes. Calcule o valor médio 
do período e o valor da pressão. 


5 — Calcule, usando os valores médios, o valor de y para o ar, pela 
fórmula dada na parte teórica. 


E — QUESTIONÁRIO 


1 — Qual a relação entre y e a estrutura molecular ? 

2 — Discuta como influiria sobre a determinação de y uma fre- 
quência do pistão muito maior ou muito menor que a frequência 
usada na experiência. 

3 — Qual o fator medido que influi com maior erro na experiência ? 

4 — Se durante o curso da experiência variam as condições atmos- 
féricas, como influi isto sobre o valor de y? 

5 — Descreva o efeito da rotação do pistão no amortecimento do 
movimento do mesmo. 


Experiências de laboratório 521 


25 — EQUIVALENTE MECÂNICO DO CALOR 


A — OBJETIVO 


Determinação do equivalente mecânico do calor a partir do calor 
que é gerado pela fricção entre dois corpos. 


B — MATERIAL NECESSÁRIO 


Cone de ebonite (4) que gira por meio de um motor e possui um con- 
tador de revoluções; dois cones ocos de latão (B) que se ajustam perfei- 
tamente um dentro do outro (o cone externo é fixo no cone de ebonite 
e gira com este). Disco de eucatex (0) que tampa os cones e é fixo no cone 
interno por dois pinos. Este disco possui um sulco na borda, por onde 
passa um fio no qual se prendem as massas (M) (fig. 51); termômetro 
(T), agitador (D), balança, cronômetro. 





Fia. 51 


€ — FUNDAMENTOS TEÓRICOS 


Quando o cone externo gira, o cone interno é mantido parado por 
meio do momento aplicado ao disco pelas massas M. 


O calor gerado pela fricção entre os dois cones aumenta sua tem- 
peratura e a de seu conteúdo. 
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Quando um corpo que gira exerce um mo- 
mento sóbre outro corpo, ele realiza um traba- 
lho. A quantidade de trabalho pode ser calcula- 
da pelo momento e pelo múmero de revoluções 
(fig. 52). 

W=F.r.0o=L.0o=2"74NL 
onde 

L é o momento e N o número de revoluções 





O mecmento produzido pela massa M colo- 
cada na ponta do fio que passa pela borda do 
Fra. 52 disco de raio rp é 


W = 2 x Nrp Mg 


A quantidade de calor gerada é determinada pelo aumento de tem- 
peratura e capacidade térmica dos cones e seus conteúdos 


Q = mc (ty -—to) 


O equivalente mecânico do calor é dado por W/Q = J 


Medida de t,-t, 


Nesta experiência, parte do calor gerado é radiado para o exterior. 
É necessário determinarmos qual seria a variação de temperatura se 
não houvesse essa perda. 


Suponhamos que um corpo, inicialmente a temperatura ambiente, 
recebe calor de maneira uniforme. Lemos sua temperatura em intervalos 
regulares de tempo. Deixamos depois de fornecer calor e continuamos 
as leituras de temperatura em intervalos regulares de tempo. 

Na figura 53 temos o 
gráfico da temperatura versus 
tempo. 


No intervalo OA o cor- 
po recebeu calor e no AC ele 
perdeu calor por radiação. 
Naturalmente, também em 
OA ele perdeu calor e é 
preciso correção. 

A lei de Newton do 
resfriamento diz que a ra- 
zão de resfriamento de um 
corpo é propcrcional à di- O |2 34567 6 9 I0T(TEMPO) 
ferença de temperatura en- Fira. 53 
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tre o corpo e o meio exterior, desde que essa diferença não seja 


grande. 


A razão de resfriamento Rs na temperatura ta é dada pelo coefi- 
ciente angular da tangente à curva no ponto B. Segue-se da lei de Newton 
que o gráfico temperatura versus razão de resfriamento é uma reta e que 
a razão de resfriamento R4 à temperatura t, pode ser obtida por proporção 


Ra ta-to 


Rap to -to 





A razão média do resfriamento R no intervalo OA é 1/2 R4; portanto 


1 ta-to 
Z Es ta — to 





R = 


Se nesse intervalo não houvesse perda de calor por radiação, o au- 
mento de temperatura seria 


onde 


y-tom= (ta-to) + R(Ta-To) 


Ta - To é o tempo durante o qual o corpo foi aquecido. 


D — PROCEDIMENTO 


1 — 
2 — 


Monte o aparelho como indica a figura 51. 
Coloque entre os dois cones uma camada fina de óleo especial. 


Não ligue o aparelho se não tiver óleo entre os cones de latão. 


3 — 
4 — 


Encha aproximadamente 2/3 do cone interno com água. 
Ligue o motor para determinar o valor de M que mantém o 
cone interno parado quando o outro gira. A massa M durante 
a experiência deve permanecer suspensa e parada. 

Feitos estes ajustes, desligue o motor e espere até que O sis- 
tema volte a temperatura ambiente para reiniciar a experiência. 
Leia o termômetro e o contador de revoluções. 

Ligue o motor e, girando a água continuamente, leia o termô- 
metro de meio em meio minuto. 

Quando a temperatura tiver subido 10ºC, pare o motor mas 
continue as leituras de temperatura por mais uns 5 ou 6 minutos. 
Leia o contador de revoluções no fim e determine o número de 
revoluções dadas. 
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10 — Meça o raio do disco e calcule o trabalho realizado a partir 
da fórmula dada. 

11 — Determine a massa do conjunto dos dois cones, agitador e água. 

12 — Esvazie os cones, seque-os e determine a massa de latão (dois 
cones e o agitador). 

13 — Calcule a capacidade térmica do latão sendo seu calor espe- 
cífico 0,090 cal/g.ºC. 

14 — Para calcular a capacidade térmica da parte do termômetro 
que fica submersa, considere o calor específico deste volume 
de vidro mais mercúrio, como 0,46 cal/cm*.ºC, 

15 — Determine o volume da parte do termômetro que fica sub- 
mersa, do seguinte modo: 

Coloque os cones com água, na balança e pese. Depois, 
mantendo o termômetro seguro na mão, imerja-o dentro da 
água até a mesma profundidade que estava na experiência e 
determine o aumento de peso. Este aumento, em gramas, é 
numericamente igual ao volume, em cm?, da parte submersa 
do termômetro. 

16 — Calcule a capacidade térmica do termômetro e da água. 

17 — Faça o gráfico temperatura versus tempo e determine o aumento 
de temperatura levando em conta a parte perdida por radia- 
ção (fig. 53). 

18 — Determine a quantidade de calor gerada. 


E — QuesTÕES 


1 — Calcule J em joules/caloria. 


2 — Como seria afetado o valor de J se a massa M descesse lenta- 
mente durante a experiência? E se a água fosse agitada vigo- 
rosamente ? 


3 — O que ocorreria com k se o calor gerado não fosse constante 
com o tempo ? 


4 — O que ocorreria com R se melhorássemos a isolação térmica 
do conjunto? 


5 — O resultado será melhor se o tempo gasto na experiência for 
menor? Por quê? 


ExeMmpLo (determinação de (t;-to)) 


No gráfico, tem-se 
Ro = SÊ. ms 1,050/min 
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Sendo 
to = 18,5º0 
ta = 31,5º€ 
te = 28,7ºC 
1 13,0 mon: 
R = 2 X 1,05 X "10,2 e 0,67 C/min 
Portanto 


tt - to = (31,590 - 18,5º0) + 0,67ºC/min X 4,0 min = 15,7ºC 
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